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1. Ââåäåíèå
Òåðìèí ¾íåãîëîíîìíàÿ ñèñòåìà¿ â ìåõàíèêó ââåë Ã. Ãåðö. Òàê íàçûâàþòñÿ ìàòåðèàëüíûå

ñèñòåìû, ñòåñíåííûå ñâÿçÿìè, êîòîðûå íàëàãàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòè òî÷åê ñèñòåìû, íî
íå îãðàíè÷èâàþò ïîëîæåíèå (êîíôèãóðàöèþ) ñèñòåìû.

Áîëåå òî÷íî. Ïóñòü â îáëàñòè G(x1, x2, . . . , xn) çàäàíû m âåêòîðíûõ ïîëåé X1, . . . , Xm.
Êîîðäèíàòû êàæäîãî èç âåêòîðîâ Xi îáîçíà÷àþòñÿ ξ1

i (x1, . . . , xn), . . . , ξn
i (x1, . . . , xn) è ïðåä-

ïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè äî k-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.
Êàæäîìó âåêòîðó Xi ñîïîñòàâèì îïåðàòîð
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Òðàåêòîðèè êàæäîãî òàêîãî îïåðàòîðà Xi îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
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ãäå ti � ïàðàìåòð, ê êîòîðîìó îòíåñåíû òðàåêòîðèè îïåðàòîðà Xi.
Â n-ìåðíîé îáëàñòè G â êàæäîé òî÷êå âåêòîðû Xi îáðàçóþò m-ìåðíîå íàïðàâëåíèå.

Ïîëå ýòèõ m-ìåðíûõ íàïðàâëåíèé íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåãîëîíîìíûì, åñëè ñèñòåìà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

X1f = X2f = . . . = Xmf = 0,

ãäå f(x1, . . . , xn) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå f ≡ const. Êàê
èçâåñòíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñðåäè îïåðàòîðîâ X1, . . . , Xm è ïîëó÷åííûõ èç íèõ
ñîñòàâëåíèåì êîììóòàòîðîâ (íàãðîìîæäàÿ êîììóòàòîðîâ äðóã íà äðóãà, åñëè òðåáóåòñÿ) íà-
øëèñü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè G.

Ïóñòü îïåðàòîðû X1, . . . , Xm ïîðîæäàþò íåãîëîíîìíîå ïîëå m-ìåðíûõ íàïðàâëåíèé
â îáëàñòè G. Òîãäà èç ëþáîé òî÷êè îáëàñòè G ìîæíî ïîïàñòü â ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó ýòîé
îáëàñòè, ñìåùàÿñü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïî òðàåêòîðèÿì îïåðàòîðîâ X1, X2, . . . , Xm.

Íåãîëîíîìíûå ñâÿçè âîçíèêàþò â ñèñòåìàõ ñ êà÷åíèåì òâåðäûõ òåë ïî ïîâåðõíîñòÿì áåç
ñêîëüæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ â äàííîì ïîñîáèè áóäóò îïèñàíû 4 çàäà÷è íåãîëîíîìíîé
äèíàìèêè, ðåàëèçîâàííûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Chaos: êà÷åíèå ïàðàáîëîèäà ïî ïëîñ-
êîñòè, êà÷åíèå ýëëèïñîèäà ïî ïëîñêîñòè, êà÷åíèå øàðà ïî ïàðàáîëîèäó è êà÷åíèå øàðà ïî
ýëëèïñîèäó.

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ Chaos ñîçäàí ñ ïîìîùüþ êðîññïëàòôîðìåííîãî èíñòðóìåíòà
ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ Qt, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîâìåñòèìîñòü êîìïëåêñà ñî
âñåìè ïîïóëÿðíûìè îïåðàöèîííûìè ñèñòåìàìè òàêèìè êàê Windows, Linux, Mac è äð. Áîëü-
øèíñòâî àëãîðèòìîâ â êîìïëåêñå ðåàëèçóþò âûñîêîýôôåêòèâíûå, âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû.
Â ÷àñòíîñòè, ðàáîòà êîìïëåêñà îñíîâàíà íà ìíîãîïîòî÷íîì ïîäõîäå (ðåàëèçîâàííîì ñ ïîìî-
ùüþ ôóíêöèîíàëüíîñòè Qt), êîòîðûé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàñïàðàëëåëèâàíèå ñëîæíûõ è
òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé â ïàêåòå äîñòèãàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïîñòðîåí íà ìîäóëüíîé îñíîâå. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî
â íåì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà è èññëåäîâàíà ïðàêòè÷åñêè ëþáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (íå
òîëüêî íåãîëîíîìíàÿ) îïèñûâàåìàÿ êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ ïåðåäåëûâàòü âåñü êîìïëåêñ â öåëîì, íåîáõîäèìî ëèøü íàïèñàòü äî-
ïîëíèòåëüíûå ìîäóëü îïèñûâàþùèé êîíêðåòíóþ çàäà÷ó. Ïðè ýòîì âñå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
óæå âêëþ÷åííûå â êîìïëåêñ, áóäóò äîñòóïíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ íîâîé çàäà÷è. Ìîäóëüíîñòü
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êîìïëåêñà çàòðàãèâàåò íå òîëüêî èññëåäóåìûå çàäà÷è, íî è èíñòðóìåíòû, è ìåòîäû èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî íàïèñàòü íîâûé èíñòðóìåíò äëÿ
èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è. Ïîñëå ÷åãî äàííûé èíñòðóìåíò àâòîìàòè÷åñêè ìîæíî áó-
äåò èñïîëüçîâàòü â ëþáîé çàäà÷å äëÿ êîòîðîé îí èìååò ñìûñë. Íàáîð ìåòîäîâ èíòåãðèðî-
âàíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëåãêî ðàñøèðÿåìûì. Äëÿ âêëþ÷åíèå íîâîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ
äîñòàòî÷íî íàïèñàòü îäíó ôóíêöèþ ñòàíäàðòíîãî âèäà, ïîñëå ÷åãî âî âñåõ çàäà÷àõ ïîÿâèòñÿ
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íîâîãî ìåòîäà.

Â ïåðâîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Chaos, îáùàÿ èäåî-
ëîãèÿ ðàáîòû ñ íèì. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ è îïèñûâàþòñÿ âîçìîæíîñòè êîìïëåêñà ïî èçó÷åíèþ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿ-
ùåíà îïèñàíèþ è èññëåäîâàíèþ èññëåäîâàíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ â ïðèâÿçêå ê ïðîãðàììíîìó
êîìïëåêñó Chaos.

2. Îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Chaos
Ïðèâåäåì ñíà÷àëà êðàòêîå îïèñàíèå èíòåðôåéñà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà. Ïðè çàïóñêå

ïðîãðàììû ïåðåä ïîëüçîâàòåëåì ïîÿâëÿåòñÿ òðè îñíîâíûõ îêíà. Ïåðâîå � óïðàâëÿþùåå îê-
íî â êîòîðîì ïðîèñõîäèò âûáîð çàäà÷è, ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ è èíñòðóìåíòà. Íà ïåðâîé
çàêëàäêå óïðàâëÿþùåãî îêíà (ñì. ðèñ. 1 - ïåðâîå îêíî) ïðîèñõîäèò âûáîð ìåòîäà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ è çàäàíèå ïàðàìåòðîâ ìåòîäà (øàã èíòåãðèðîâàíèÿ è ïð.). Íà âòîðîé çàêëàäêå (ñì.
ðèñ. 1 - âòîðîå îêíî) ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð çàäà÷è è çàäàíèå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Íà òðåòüåé
çàêëàäêå ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð èíñòðóìåíòà èëè ôèëüòðà, çàäàíèå åãî ïàðàìåòðîâ è çàïóñê
(ñì. ðèñ. 1 - òðåòüå îêíî). Íàáîð èíñòðóìåíòîâ ñïåöèôè÷åí äëÿ êàæäîé çàäà÷è è îïðåäå-
ëÿòñÿ ïðè íàïèñàíèè ìîäóëÿ çàäà÷è. Âñå èíñòðóìåíòû äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è îðãàíèçîâàíû
â âèäå äðåâîâèäíîãî ñïèñêà äëÿ åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè
èíñòðóìåíòîâ.

Ðèñ. 1. Âêëàäêè óïðàâëÿþùåãî îêíà.
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2.1. Ìåíåäæåð çàïóùåííûõ èíñòðóìåíòîâ
Âòîðîå îêíî � ìåíåäæåð çàïóùåííûõ èíñòðóìåíòîâ. Â âåðõíåé ÷àñòè ìåíåäæåðà îòîá-

ðàæàåòñÿ ñïèñîê ñîçäàííûõ ýêçåìïëÿðîâ èíñòðóìåíòîâ âûáðàííîé çàäà÷è (ñì. ðèñ. 2). Ñïè-
ñîê ôîðìèðóåòñÿ â âèäå äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû àíàëîãè÷íî ñïèñêó èíñòðóìåíòîâ çàäà÷è.
Â îòëè÷èå îò ñïèñêà ñàìèõ èíñòðóìåíòîâ, ýêçåìïëÿðîâ îäíîãî è òîãî æå èíñòðóìåíòà ìî-
æåò áûòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî (íàïðèìåð íåñêîëüêî ýêçåìïëÿðîâ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè). Ïðè âûäåëåíèè êàêîãî-ëèáî ýêçåìïëÿðà èíñòðóìåíòà â
ñðåäíåé ÷àñòè îêíà ìåíåäæåðà âûâîäèòñÿ åãî òåõíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ âêëþ÷àÿ ïàðàìåòðû
çàäà÷è è ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà. Êàæäûé ýêçåìïëÿð èíñòðóìåíòà çàïóñêàåòñÿ îòäåëüíûì
ïîòîêîì, òàêèì îáðàçîì ìîæíî çàïóñòèòü ñðàçó íåñêîëüêî èíñòðóìåíòîâ äëÿ ïàðàëëåëüíîãî
âû÷èñëåíèÿ. Çàïóùåííûå â òåêóùèé ìîìåíò ýêçåìïëÿðû ïðè ýòîì îòîáðàæàþòñÿ êðàñíûì
öâåòîì. Òàêæå ìåíåäæåð ïðåäîñòàâëÿåò ïîëüçîâàòåëþ âîçìîæíîñòü îñòàíàâëèâàòü (êíîïêè
Stop/Stop All), çàïóñêàòü (Start), ïåðåçàïóñêàòü (Restart), óäàëÿòü (Delete/Delete All) âûäå-
ëåííûé ýêçåìïëÿð èíñòðóìåíòà èëè ãðóïïó èíñòðóìåíòîâ è âûáèðàòü öâåò âûâîäà â ãðà-
ôè÷åñêîå îêíî. Êíîïêà Edit properties ïîçâîëÿåò â ìîìåíò, êîãäà èíñòðóìåíò îñòàíîâëåí,
ïîìåíÿòü ïàðàìåòðû ìåòîäà, çàäà÷è èëè èíñòðóìåíòà è ïðîäîëæèòü ðàáîòó èíñòðóìåíòà ñ
íîâûìè ïàðàìåòðàìè ñ òî÷êè îñòàíîâêè. Êíîïêà Set range èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàäàíèÿ âûáîð-
êè òî÷åê, êîòîðóþ ñëåäóåò îòîáðàæàòü â îêíå èíñòðóìåíòà. Êíîïêà Find parent ïîçâîëÿåò ó
âûäåëåííîãî èíñòðóìåíòà íàéòè ðîäèòåëüñêèé.

Òðåòüå îêíî � îêíî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå òåêóùåé çàäà÷è (ñì. ðèñ. 3). Ïðè çàïóñêå ïðî-
ãðàììû òåêóùåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ îòêðûòàÿ çàäà÷à â ïðåäûäóùåì ñåàíñå ðàáîòû.
Â ýòîì îêíå ïðîèñõîäèò âûâîä îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå è ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè äðóãèõ
èíñòðóìåíòîâ. Ïðè âûäåëåíèè êîíêðåòíîãî ýêçåìïëÿðà èíñòðóìåíòà â îêíå ìåíåäæåðà âñÿ
ãðàôè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì ýêçåìïëÿðîì ïîäñâå÷èâàåòñÿ êðàñíûì öâåòîì.
Òàêæå, â äàííîì îêíå ñ ïîìîùüþ ìûøè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîèçâîäèòñÿ çàïóñê èíñòðó-
ìåíòîâ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ è ïîèñêà íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

2.2. Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ
Ïîëüçîâàòåëþ äîñòóïíî òðè ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì:

• Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà

• Ìåòîä Ìåðñîíà

• Ìåòîä Ýâåðõàðòà

2.2.1. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà (Runge-Kutt method)
Îäíîøàãîâûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì. Îäèí èç

íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Ïàðàìåòðû ìåòîäà

• Step (double) - Äàííûé ïàðàìåòð çàäàåò ïîñòîÿííûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäà.
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Ðèñ. 2. Ìåíåäæåð çàïóùåííûõ èíñòðóìåíòîâ.

2.2.2. Ìåòîä Ìåðñîíà (Merson method)
Îäíîøàãîâûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ èçìåíÿþùèìñÿ øàãîì. Øàã

èíòåãðèðîâàíèÿ àâòîìàòè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåé âåëè÷èíû ëîêàëüíîé
îøèáêè óñå÷åíèÿ. Ëîêàëüíàÿ îøèáêà óñå÷åíèÿ îáóñëîâëåíà îòáðàñûâàíèåì ñëàãàåìûõ âûñî-
êîãî ïîðÿäêà (â äàííîì ñëó÷àå âûøå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè) ïðè ðàçëîæåíèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè òåêóùåé òî÷êè. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ çàöèêëèâàíèÿ, ïðîìåæóòîê
èçìåíåíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàåòñÿ ïàðàìåòðàìè ìåòîäà.

Ïàðàìåòðû ìåòîäà

• Step (double) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò íà÷àëüíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Îò åãî âå-
ëè÷èíû çàâèñèò òîëüêî íåñêîëüêî ïåðâûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè äàëüíåéøåì èíòå-
ãðèðîâàíèè âåëè÷èíà øàãà èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è
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Ðèñ. 3. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå.

íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Âåëè÷èíà ïàðàìåòðà äîëæíà ëåæàòü â ïðîìåæóòêå
îò Min.step äî Max.step.

• Precision (double) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò òðåáóåìóþ âåëè÷èíó ëîêàëüíîé îøèáêè
óñå÷åíèÿ. Åñëè íà òåêóùåì øàãå ëîêàëüíàÿ îøèáêà óñå÷åíèÿ áîëüøå çàäàííîé âåëè÷è-
íû, òî øàã èíòåãðèðîâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ, èíà÷å � óâåëè÷èâàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî äàííûé
ïàðàìåòð èãðàåò óïðàâëÿþùóþ ðîëü, è íà ïðîèçâîëüíîì øàãå ëîêàëüíàÿ îøèáêà óñå÷å-
íèÿ íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ìåíüøå åãî çíà÷åíèÿ.

• Min. step (double) - Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ.

• Max. step (double) - Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ.

2.2.3. Ìåòîä Ýâåðõàðòà (Everhart method)
Ìåòîä Ýâåðõàðòà ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì îäíîøàãîâûì ìåòîäîì. Â äàííîé ðåàëèçàöèè ïîðÿ-

äîê ìåòîäà çàäàåòñÿ îäíèì èç ïàðàìåòðîâ è ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 3, 7, 11, 15, 19, 23 è
27. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò àïïðîêñèìàöèÿ ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà
ñåãìåíòå, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà øàãó èíòåãðèðîâàíèÿ, àëãåáðàè÷åñêèì èíòåðïîëÿöèîííûì
ìíîãî÷ëåíîì è ïîñëåäóþùåå åãî èíòåãðèðîâàíèå.

Ïàðàìåòðû ìåòîäà

• Step (double) - Äàííûé ïàðàìåòð çàäàåò ïîñòîÿííûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäà.
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• Order (int) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ìåòîäà è ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
3, 7, 11, 15, 19, 23 è 27. Åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íå ðàâíî íè îäíîìó èç ýòèõ ÷èñåë, òî â
êà÷åñòâå ïîðÿäêà ìåòîäà áåðåòñÿ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èç ïåðå÷èñëåííîãî âûøå ñïèñêà
ìåíüøåå, ÷åì ââåäåííîå ÷èñëî.

• Number of iterations (int) - Äàííûé ïàðàìåòð çàäàåò êîëè÷åñòâî òî÷åê íà ñåãìåíòå ðàâíîì
øàãó èíòåãðèðîâàíèÿ, ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2.3. Èíñòðóìåíòû
Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïðåäîñòàâëÿåò ïîëüçîâàòåëþ íàáîð èíñòðóìåíòîâ äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðèâåäåì èåðàðõèþ èíñòðóìåíòîâ, äîñòóïíûõ â êîìïëåêñå:

• Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå
� Cïåêòð Ôóðüå
� Ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè äëÿ ïîòîêà

• Ïîèñê íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ
� Ïðîäîëæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó
� Ñåïàðàòðèñû
� Äåðåâî áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà

• Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè z = |Map(x)− x|
• Îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ (ÎÂÄ)

• Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû

Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ çàäà÷. Îñòàëü-
íûå èíñòðóìåíòû, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ óæå ïîëó÷èâøåãîñÿ òî÷å÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ.

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü ÷òî èíñòðóìåíòû Ñïåêòð Ôóðüå è Ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè äëÿ
ïîòîêà ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè ïî îòíîøåíèþ ê Îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå, à Ïðîäîëæå-
íèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó, Ñåïàðàòðèñû è Äåðåâî áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà
- âñïîìîãàòåëüíûìè ïî îòíîøåíèþ ê Ïîèñêó íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó. ×òîáû èñ-
ïîëüçîâàòü èíñòðóìåíò äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ñíà÷àëà íåîáõîäèìî âûáðàòü çàäà÷ó íà
âêëàäêå Problems â îñíîâíîì îêíå ïðîãðàììû è çàäàòü ïàðàìåòðû çàäà÷è (íèæíÿÿ ïîëî-
âèíà îñíîâíîãî îêíà). Çàòåì ïåðåéòè íà âêëàäêó Tools ùåë÷êîì ìûøè âûáðàòü íóæíûé
èíñòðóìåíò, çàäàòü ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà è íàæàòü êíîïêó Create â íèæíåé ÷àñòè îêíà
Èíñòðóìåíòû ÿâëÿþòñÿ çàïóñêàåìûìè ìîäóëÿìè è ïðè èõ ñòàðòå ñîçäàåòñÿ íîâûé âû÷èñëè-
òåëüíûé ïîòîê, êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ â îêíå ìåíåäæåðà. Èñïîëüçóåìûå â ïàêåòå ïðîãðàìì
èíñòðóìåíòû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: áàçîâûå è çàâèñèìûå. Áàçîâûìè èíñòðóìåíòû
îòâå÷àþò çà ñîçäàíèå òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ òîé èëè èíîé ïðèðîäû. Ýòî ìîæåò áûòü ïðîñòîå
òî÷å÷íîå îòîáðàæåíèå, îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå èëè ôàçîâûé ïîòîê. Âñå äðóãèå (çàâèñèìûå)
èíñòðóìåíòû êàê ïðàâèëî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ óæå ïîëó÷èâøåãîñÿ òî÷å÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, èíñòðóìåíò ïîèñêà íåïîäâèæíûõ òî÷åê � èùåò íåïîäâèæíûå òî÷êè
îòîáðàæåíèÿ, ïðè ýòîì íå âàæíî êàêóþ ïðèðîäó èçíà÷àëüíî èìååò ñàìî îòîáðàæåíèå.
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2.3.1. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå (Tools/Poincare map)
Äàííûé èíñòðóìåíò ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äèíàìè÷å-

ñêîé ñèñòåìû. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñòðîèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè èçîýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ
è íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè (ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòà ãèïåðïëîñ-
êîñòü îáû÷íî çàäàåòñÿ êàê óñëîâèå ïîñòîÿííîñòè íåêîòîðîé ôàçîâîé ïåðåìåííîé, êîòîðóþ
ìû íàçîâåì ïåðåìåííîé ñå÷åíèÿ. Ñå÷åíèå èçîýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ â îá-
ùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
íàçûâàòü ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ýíåðãèè. Íàðèñîâàòü ýòó ïîâåðõíîñòü äëÿ äâóìåðíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìîæíî ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòà Ïîñòðîåíèå ÎÂÄ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîá-
ðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ýíåðãèè ïðîåöèðóåòñÿ â íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî ôà-
çîâûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòàìè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, à ñàìî
ïðîñòðàíñòâî � ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Â îáùåì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ
ýíåðãèè ïðîåöèðóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íåîäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì,
îäíèì è òåì æå êîîðäèíàòàì îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî òî÷åê
íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ýíåðãèè. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñòàíîâèòñÿ ìíîãî-
ëèñòíûì. Òîãäà â ñëó÷àå çíà÷åíèÿ yes ïàðàìåòðà Many-sheeted map ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà
Number of the root âûáèðàåòñÿ íîìåð ëèñòà. À â ñëó÷àå çíà÷åíèÿ no - ïàðàìåòð Number of
the root îïðåäåëÿåò íîìåð ëèñòà òîëüêî íà÷àëüíîé òî÷êè, à âî âðåìÿ ñ÷åòà îòîáðàæàþòñÿ
òî÷êè, ïîïàäàþùèå íà ëþáîé èç ëèñòîâ.

Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå îñíîâàíî íà âûâîäå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè íà çàäàííîì óðîâíå ýíåðãèè ñ ïëîñêîñòüþ ñå÷åíèÿ. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñ ïëîñêîñòüþ ñå÷åíèÿ èùóòñÿ ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì îòðåçêà
ñîåäèíÿþùåãî äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèè, ðàñïîëîæåííûå ïî ðàçíûå ñòîðî-
íû ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ. Íàéäåííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûâîäÿòñÿ íà ýêðàí â çàâèñèìîñòè îò
ïðèíàäëåæíîñòè èõ ê çàäàííîìó ëèñòó îòîáðàæåíèÿ è íàïðàâëåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè
ñå÷åíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé. Ïîñëåäíåå óñëîâèå èñêëþ÷àåò äóáëèðîâàíèå èíôîðìàöèè îá
îäíîé è òîé æå òðàåêòîðèè íà ôàçîâîì ïîðòðåòå.

Îñîáåííîñòè äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ äâóìåðíûõ ñëó÷àåâ èíñòðóìåíò ïîç-
âîëÿåò ñòðîèòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ýíåðãèè, êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü (ïàðàìåòð Draw on energy level). Â
ñëó÷àå òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ óæå òðåõ-
ìåðíîé, ïîýòîìó åå ïîñòðîåíèå íåâîçìîæíî.

Îñîáåííîñòè òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïîñòðîåíèå òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå, â îòëè÷èå îò äâóìåðíîãî, ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî â äâóõ îêíàõ. Â ïåðâîì îêíå
(ïîä íàçâàíèåì Map) ñòðîèòñÿ ïðîåêöèÿ îòîáðàæåíèÿ íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü, à âî
âòîðîì (ïîä íàçâàíèåì Map3D)� ïîëíîå òðåõìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Çàäàíèå ïåð-
âûõ äâóõ êîîðäèíàò äëÿ çàïóñêà òðàåêòîðèè ïðîèñõîäèò â ïåðâîì îêíå, à òðåòüÿ êîîðäèíàòà
âñåãäà çàäàåòñÿ âðó÷íóþ ïàðàìåòðîì Initial coordinate Z.

Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà

• Map (list) - Ñïèñîê âîçìîæíûõ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå äàííîé çàäà÷è. (Âûáîð ïåðåìåííîé
ñå÷åíèÿ.)

• Section value (double) - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ñå÷åíèÿ. (Âûáîð êîíêðåòíîé ïëîñêîñòè ñå-
÷åíèÿ. )
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• Accuracy (double) - Òî÷íîñòü ïîèñêà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñ ïëîñêîñòüþ ñå÷åíèÿ.

• Integrate ({forward, backward}) - Íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèé ïî
âðåìåíè.

• Check direction of intersection ({yes, no}) - Ó÷èòûâàòü(yes)/íå ó÷èòûâàòü(no) íàïðàâëå-
íèå ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèåé ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ. Åñëè âûáðàíî yes îòîáðàæàþòñÿ òîëüêî
òî÷êè ïåðåñåêàþùèå ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ â íàïðàâëåíèè Direction of intersection

• Direction of intersection ({positive, negative}) - Íàïðàâëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèåé
ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ. (Çíàê ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïåðåìåííîé ñå÷åíèÿ â òî÷êå ïåðå-
ñå÷åíèÿ).

• Many-sheeted map ({yes, no}) - Ìíîãîëèñòíîå/îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå.

• Number of the root (int) - Íîìåð ëèñòà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå.

• Accuracy of the sheet (double) - Òî÷íîñòü ïîïàäàíèÿ íà ëèñò.

• Draw on energy level ({yes, no}) - Ðèñîâàòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
ýíåðãèè. (Ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé.) yes � ñîçäàåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íîå îêíî â êîòîðîì ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ýíåðãèè. no
� îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñòðîèòñÿ òîëüêî â îñíîâíîì îêíå.

• Point number control ({yes, no}) - Îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî âûâîäèìûõ òî÷åê. yes �
îãðàíè÷åíèå çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì Max number of the points. no � îãðàíè÷åíèÿ íåò.

• Max number of the points (int) - Êîëè÷åñòâî âûâîäèìûõ òî÷åê çàïóùåííîé òðàåêòîðèè.

• Map order (int) - Ïîðÿäîê îòîáðàæåíèÿ.

• Initial coordinate X, Y, Z (double) - Êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè òðàåêòîðèè. Ïðè çàïóñ-
êå òðàåêòîðèè ñ ïîìîùüþ ìûøè äàííûå ïàðàìåòðû àâòîìàòè÷åñêè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
íà÷àëüíîé òî÷êè çàïóùåííîé òðàåêòîðèè.

• Color (color) - Öâåò òðàåêòîðèè.

2.3.2. Cïåêòð Ôóðüå (Tools/Poincare map/Furier spectrum)
Äàííûé èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñïåêòð Ôóðüå ðÿäà ôóíêöèé (ïàðàìåòð

Function to expand), çàâèñÿùèõ îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû âäîëü íåêî-
òîðîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Ïîñòðîåíèå ñïåêòðà âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà áûñòðîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Â êà÷åñòâå òðàåêòîðèè ìîæåò áûòü âûáðàíà ëþáàÿ óæå ïîñòðîåí-
íàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ. Â ñèëó ñïåöèôèêè ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà Ôóðüå, â êà÷åñòâå ìåòîäà
èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî âûáèðàòü ìåòîä ñ ïîñòîÿííûì øàãîì (ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà èëè
Ýâåðõàðòà). Ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íà êîòîðîì ñòðîèòñÿ ñïåêòð, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäå-
íèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ è êîëè÷åñòâà òî÷åê íà òðàåêòîðèè (ïàðàìåòð Number of iterations).
Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà èíñòðóìåíò îïðåäåëÿåò ãàðìîíèêè ñïåêòðà ñ ìàêñèìàëüíûìè àì-
ïëèòóäàìè (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïàðàìåòðàìè Number of peaks è Min. peak distance) è âûâîäèò
èíôîðìàöèþ î íèõ â èíôîðìàöèîííîì îêíå.
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Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà

• Function to expand (list) - Ôóíêöèÿ ðàçëàãàåìàÿ â ñïåêòð Ôóðüå.

• Number of iterations (int) - Êîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.
Ðàâíî ÷èñëó øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè.

• Redraw period (int) - Êîëè÷åñòâî øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ðàñ-
÷åòàìè è âûâîäîì òåêóùåãî ñïåêòðà. Íà ïåðåðèñîâêó ñïåêòðà òðàòèòñÿ äîñòàòî÷íî ìíî-
ãî âðåìåíè. Ïîýòîìó åñëè íå âàæíà äèíàìèêà ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà, òî äëÿ óñêîðåíèÿ
åãî ïîñòðîåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ óñòàíàâëèâàòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàâíîå
Number of iterations.

• Max. frequency (double) - Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷àñòîòû âûâîäèìûõ íà ýêðàí ãàðìîíèê.
Âñå ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé áîëüøå äàííîé ðàññ÷èòûâàþòñÿ, íî íå âûâîäÿòñÿ.

• Color (color) - Öâåò âûâîäèìîãî ñïåêòðà Ôóðüå.

• Line width (1 pixel, 3 pixels, 5 pixels) - Øèðèíà ñòîëáöîâ, êîòîðûìè èçîáðàæàþòñÿ àì-
ïëèòóäû ãàðìîíèê.

• Number of peaks (int) - ×èñëî ãàðìîíèê ñ ìàêñèìàëüíûìè àìïëèòóäàìè, èíôîðìàöèÿ î
êîòîðûõ âûâîäèòñÿ â èíôîðìàöèîííîì îêíå.

• Min. peak distance (double) - Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ìàêñèìóìàìè ñïåê-
òðà, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî îíè èíòåðïðåòèðóþòñÿ, êàê äâà ðàçíûõ ìàêñèìóìà. Òî åñòü åñëè
äâà ìàêñèìóìà íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå äàííîãî ïàðàìåòðà, òî îíè ñ÷èòàþòñÿ
îäíèì ìàêñèìóìîì.

2.3.3. Ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè äëÿ ïîòîêà (Tools/Poincare map/Lyapunov
exponents for �ow)

Îïèñûâàåìûé èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñïåêòð ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ
çàäàííîé, èññëåäóåìîé òðàåêòîðèè ïîòîêà, îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó èññëåäóåìîé ñèñòåìû.
Â êà÷åñòâå èñõîäíîé òðàåêòîðèè âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ çàäàííîãî êîëè÷åñòâà n (ïàðàìåòð Number of lyapunov exponents) ëÿïóíîâñêèõ
ïîêàçàòåëåé èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåííûé àëãîðèòì Áåíåòèíà (ñì. [5]). Ñîâìåñòíî ñ çàäàííîé
òðàåêòîðèåé ñèñòåìû ïðîèçâîäèòüñÿ èíòåãðèðîâàíèå n âñïîìîãàòåëüíûõ òðàåêòîðèé, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ âîçìóùåíà íà çàäàííóþ âåëè÷èíó (ïàðàìåòð Initial perturbation), âäîëü îð-
òîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé. Îáîáùåííûé àëãîðèòì Áåíåòèíà îñíîâàí íà àíàëèçå ðîñòà (óáû-
âàíèÿ) çàäàííûõ âîçìóùåíèé âäîëü èññëåäóåìîé òðàåêòîðèè. ×åðåç ðàâíûå (çàäàííûå ïàðà-
ìåòðîì One iteration time) ïðîìåæóòêè âðåìåíè ïðîèçâîäèòñÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ ïîëó÷åííûõ
âîçìóùåííûõ âåêòîðîâ ïî Ãðàììó-Øìèäòó. Âåêòîðà, ïîëó÷åííûå ïîñëå îðòîãîíàëèçàöèè,
âíîñÿò âêëàä â ðàññ÷èòûâàåìûå ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè, ïîñëå ÷åãî íîðìèðóþòñÿ íà çíà-
÷åíèå Initial perturbation. Ïðè ðàñ÷åòå ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé âîçìóùåííûå òðàåêòîðèè
íå äîëæíû âûõîäèòü èç íåêîòîðîé íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè îñíîâíîé. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ
ñèëüíîãî ðàçáåãàíèÿ âîçìóùåííûõ òðàåêòîðèé ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè è ïåðåíîðìèðîâ-
êè ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äî èñòå÷åíèÿ One iteration time ïðè óâåëè÷åíèè ìàêñèìàëüíîãî âîç-
ìóùåíèÿ äî âåëè÷èíû, çàäàâàåìîé ïàðàìåòðîì Maximal perturbation. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ
ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé èõ òåêóùèå çíà÷åíèÿ âûâîäÿòñÿ â ìåíåäæåð èíñòðóìåíòîâ, à èõ
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çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ èññëåäóåìîé òðàåêòîðèè âûâîäèòñÿ â âèäå ãðàôèêà
â ôèëüòð Lyapunov exponent plot.

Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà

• Number of lyapunov exponents (int) - êîëè÷åñòâî ðàññ÷èòûâàåìûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòå-
ëåé.

• One iteration time (double) - Âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ìåæäó îðòîãîíàëèçàöèåé è íîðìè-
ðîâêàìè âîçìóùåíèÿ. Âûáèðàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìåíè çà êîòîðîå èñõîäíàÿ è
âîçìóùåííàÿ òðàåêòîðèè óñïåâàþò ðàçîéòèñü äîñòàòî÷íî äàëåêî.

• Initial perturbation (double) - Âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ òðàåêòîðèè. Äëÿ
êîððåêòíîñòè ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå äîëæíî áûòü ìà-
ëûì.

• Maximal perturbation (double) - Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî âîçìóùåíèÿ, ïðè äîñòèæåíèè
êîòîðîé ïðåðûâàåòñÿ òåêóùàÿ èòåðàöèÿ (îñóùåñòâëÿåòñÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ è íîðìàëè-
çàöèÿ ïîëó÷åííûõ âîçìóùåíèé).

• Number of iterations between exponents estimations (int) - Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ìåæäó
ñðàâíåíèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé. Òî åñòü, ïðè ïðî-
âåðêå íà ñõîäèìîñòü, ñðàâíèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé îòñòîÿùèå äðóã
îò äðóãà íà òàêîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

• Accuracy: distance between previous and current exponents (double) - Òî÷íîñòü ñîâïàäå-
íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà
Number of iterations between exponents estimations.

• Number of successful camparisons (int) - Êîëè÷åñòâî óäà÷íûõ ñðàâíåíèé ïîäðÿä. Êðèòåðèé
îñòàíîâêè ðàñ÷åòà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ïî ñõîäèìîñòè.

• Period (double) - Âðåìÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè âûâîäàìè òåêóùèõ çíà÷åíèÿ ëÿïó-
íîâñêèõ ïîêàçàòåëåé.

• Should task parameters be renormed (yes, no) - Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ çàäà÷àõ åñòü ñîõðàíÿ-
þùèåñÿ âåëè÷èíû (èíòåãðàëû). Íàëè÷èå n äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ ïîçâîëÿåò ïîíè-
çèòü ðàçìåðíîñòü èññëåäóåìîé ñèñòåìû íà n, à çíà÷èò êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ (íåíó-
ëåâûõ) ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé òàê æå óìåíüøàåòñÿ íà n. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûêèíóòü èç
ðàññìîòðåíèÿ òàêèå ïîêàçàòåëè ìîæíî íîðìèðîâàòü ôàçîâûå ïåðåìåííûå èññëåäóåìîé
ñèñòåìû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èíòåãðàëû ñîõðàíÿëèñü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ (èç-çà ïî-
ãðåøíîñòåé ÷èñëåííîãî ñ÷åòà çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ íåìíîãî �óïëûâàþò� îò ïîñòîÿííûõ
çíà÷åíèé). Çà ñ÷¼ò ïîäîáíîé íîðìèðîâêè óäàåòñÿ óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ
ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé íà êîëè÷åñòâî èíòåãðàëîâ n. Ïðè ïðèìåíåíèè íîðìèðîâêè ïà-
ðàìåòð Number of lyapunov exponents íåîáõîäèìî óñòàíàâëèâàòü ðàâíûì ðàçìåðíîñòè
ñèñòåìû � 1.

• T min, T max, Y min, Y max - äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ âðåìåíè è âåëè÷èíû ëÿïóíîâñêèõ
ïîêàçàòåëåé â îêíå âûâîäà.
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2.3.4. Ïîèñê íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ (Tools/Fixed point �nding)
Äàííûé èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íåïîäâèæíûå òî÷êè (ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà)

êàê äëÿ äâóõ, òàê è äëÿ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Àëãîðèòì ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷-
êè îòîáðàæåíèÿ ïîðÿäêà n îñíîâàí íà ÷èñëåííîì ïîèñêå íóëÿ âåêòîð-ôóíêöèè f(x) =
= |Mapn(x) − x|. Ïðè ïîèñêå èñïîëüçóþòñÿ äâà ìåòîäà (çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì Method of
FP �nding): ìåòîä Íüþòîíà, è ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Îáà ìåòîäà èñïîëüçóþòñÿ â ìî-
äèôèêàöèè, äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè èòåðàöèÿìè ïîèñêà îãðàíè÷åíî ïîëü-
çîâàòåëåì (ïàðàìåòð Max. distance between points).

Îñîáåííîñòè äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Êðîìå ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè, äàí-
íûé èíñòðóìåíò ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè z = |Mapn(x)−x| äëÿ
äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Íåïîäâèæíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìàìè ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ
íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè z. Ïîñòðîåíèå äàííîé ïîâåðõíîñòè ïîìîãàåò ðàçîáðàòüñÿ â ïðè÷èíàõ
ïðîáëåì ñ íàõîæäåíèåì íåïîäâèæíîé òî÷êè. Îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðè÷èí ÿâëÿåòñÿ
ðàçðûâ ïîâåðõíîñòè âáëèçè íåïîäâèæíîé òî÷êè. Èñêëþ÷åíèå òàêèõ ðàçðûâîâ, êàê ïðàâèëî,
ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñìåíû ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Ðàçðûâû ñâÿçàííûå ñ öèëèíäðè÷å-
ñêîé èëè ñôåðè÷åñêîé òîïîëîãèåé ïëîñêîñòè îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ëèêâèäèðîâàòü ñäâèãîì
(ïîâîðîòîì) êîîðäèíàò îòîáðàæåíèÿ ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè (ïàðàìåòðû Rotation of
the map ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷). Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ïðè çàïóñêå ïîèñêà íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê ìåòîäîì Íüþòîíà èëè ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà òðàåêòîðèÿ ïîèñêà áóäåò îòîá-
ðàæàòüñÿ è íà íàðèñîâàííîé ïîâåðõíîñòè. Â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íå
òîëüêî íà ïëîñêîñòè, íî è íà óðîâíå ýíåðãèè, òðàåêòîðèÿ ïîèñêà è ñàìà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
òàêæå áóäóò îòîáðàæàòüñÿ â îêíå ïîñòðîåíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè.

Îñîáåííîñòè òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé èíñòðó-
ìåíò ïðåäîñòàâëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ âîçìîæíîñòü ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè íà äâóìåðíîé
ïëîñêîñòè z = const òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåìàÿ ïîñëå î÷åðåäíîé èòå-
ðàöèè òî÷êà ïðîåöèðóåòñÿ íà äàííóþ ïëîñêîñòü è â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè äëÿ î÷åðåäíîé
èòåðàöèè èñïîëüçóåòñÿ óæå ïðîåêöèÿ. Äàííàÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîèñêà íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê ïðè íàëè÷èè èõ âûðîæäåíèÿ.

Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà

• Order of FP (int) - Ïîðÿäîê èñêîìîé íåïîäâèæíîé òî÷êè.

• Max. Number of iterations (int) - Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé, çà êîòîðîå äîëæíà áûòü
íàéäåíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Åñëè çà äàííîå ÷èñëî èòåðàöèé íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íå íàé-
äåíà, òî ïðîöåññ ïîèñêà îñòàíàâëèâàåòñÿ ñ âûâîäîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîîáùåíèÿ.

• Accuracy of FP location (double) - Òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Îïðåäåëÿåò
ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íåïîäâèæíîé òî÷êîé è åå îáðàçîì.

• Max. distance between points (double) - Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè òðàåê-
òîðèè ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè. Îãðàíè÷èâàåò ðåçêèå ñêà÷êè â äðóãóþ îáëàñòü ïëîñ-
êîñòè (ïðîñòðàíñòâà) îòîáðàæåíèÿ âî âðåìÿ ïîèñêà.

• Linear approximation region (double) - Ðàçìåð îêðåñòíîñòè òåêóùåé òî÷êè, â êîòîðîé îòîá-
ðàæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíûì. Ðàâåí íà÷àëüíîìó øàãó ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ. Åñëè ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ íå óäàåòñÿ íàéòè ñ íóæ-
íîé òî÷íîñòüþ (ïàðàìåòð Accuracy of derivatives �nding), òî øàã äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
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óìåíüøàåòñÿ. Åñëè âåëè÷èíà øàãà óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà Value of �zero�,
òî âûäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèå, è âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ.

• Accuracy of derivatives �nding (double) - Òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íîñòü ñ êîòîðîé ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå îòîáðàæå-
íèÿ âáëèçè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè (ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ) äîëæíî ñîâ-
ïàäàòü ñ òî÷íûì îòîáðàæåíèåì: |Map(x + dx) − Lin(x + dx)|. Îáëàñòü |dx|, â êîòîðîé
òðåáóåòñÿ ñîâïàäåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì Linear approximation region.

• Value of �zero� (double) - Âåëè÷èíà îêðóãëåíèÿ. Âñå âåëè÷èíû ìåíüøèå åãî çíà÷åíèÿ
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ýòîò
ïàðàìåòð äîëæåí áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå îñòàëüíûõ.

• Method of FP �nding (newton, gradient, build surface ) - Ìåòîä ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè.
newton � ïîèñê âåäåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà. gradient � ïîèñê âåäåòñÿ ìåòîäîì ãðàäèåíò-
íîãî ñïóñêà. build surface � ïåðåõîä â ðåæèì ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè z = |Map(x)− x|.
Äîñòóïåí òîëüêî äëÿ äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé.

• Show all points (yes, no) - Çíà÷åíèå yes � îòîáðàæàåòñÿ âñÿ òðàåêòîðèÿ ïîèñêà íåïî-
äâèæíîé òî÷êè. Çíà÷åíèå no � îòîáðàæàåòñÿ òîëüêî êîíå÷íàÿ íàéäåííàÿ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà.

• Show point on the surface (yes, no) - âûâîä òðàåêòîðèè ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè íà
ïîâåðõíîñòè z = |Map(x) − x| (Ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé.) yes �
âûâîä òðàåêòîðèè ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè íà îòîáðàæåíèè Ïóàíêàðå è íà ïîâåðõ-
íîñòè z = |Map(x) − x| no � âûâîä òðàåêòîðèè ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè òîëüêî íà
îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå.

• Section (2D, 3D) - Ðåæèì ïîèñêà íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Ïðè
çíà÷åíèå 2D ïîèñê âåäåòñÿ íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè z=const òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ
(èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà âûðîæäåííûõ òî÷åê). Ïðè çíà÷åíèè 3D ïîèñê âåäåòñÿ âî âñåì
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèÿ.

• Initial coordinate X, Y, Z (double) - Íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Ïðè çàïóñêå ïîèñêà ñ ïîìîùüþ ìûøè äàííûå ïàðàìåòðû àâòîìàòè÷åñêè ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè ïîèñêà.

• Color (color) - Öâåò òðàåêòîðèè ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè.

2.3.5. Ïðîäîëæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó (Tools/Fixed point
�nding/Fixed point continuation)

Èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ïðè èçìå-
íåíèè îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (ïàðàìåòð Continuation parameter). Àëãîðèòì ïîñòðî-
åíèÿ ñåìåéñòâà îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì íàõîæäåíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðè ïîñòå-
ïåííîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà. Íà êàæäîì øàãå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðóòñÿ
êîîðäèíàòû, ïîëó÷àåìûå èç êîîðäèíàò íåïîäâèæíîé òî÷êè, íàéäåííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå,
ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ d ïàðàìåòðà Extrapolation factor ïî ôîðìóëå Xn+1 = Xn +(Xn−Xn−1) ∗ d.
Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì, èñïîëüçîâàâøèìñÿ ïðè
ïîèñêå èñõîäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, êîíå÷íîå çíà÷åíèå çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì Finite value.
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Ïàðàìåòðû ïîèñêà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè ïîèñêà èñõîäíîé íåïîäâèæíîé òî÷-
êè (ñì. â èíôîðìàöèîííîì îêíå èñõîäíîé òî÷êè). Â ïðîöåññå ïðîäîëæåíèÿ â èíôîðìàöèîí-
íîì îêíå âûâîäèòñÿ èíôîðìàöèÿ î áèôóðêàöèÿõ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ôèëüòð Fixed point
multiplicators plot ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìóëüòèïëèêàòîðû íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðè ïðîäîë-
æåíèè ïî ïàðàìåòðó.

Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà
• Continuation parameter (list) - Ïàðàìåòð, ïî êîòîðîìó ïðîäîëæàåòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.
• Step (double) - Øàã ñ êîòîðûì èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ. Ìîæåò

áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì.
• Finite value (double) - Êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ. Åñëè øàã ïîëîæè-

òåëüíûé, òî çíà÷åíèå äîëæíî áûòü áîëüøå èñõîäíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, à åñëè îòðè-
öàòåëüíûé, òî ìåíüøå.

• Extrapolation factor (double) - Âñïîìîãàòåëüíûé êîýôôèöèåíò ïðè âûáîðå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ î÷åðåäíîé òî÷êè.

• Stop at FP type change (yes, no) - Îñòàíîâêà ïðîäîëæåíèÿ ïðè ñìåíå òèïà íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè. Ïðè çíà÷åíèè yes ïðîäîëæåíèå îñòàíîâèòñÿ, åñëè òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè íà
î÷åðåäíîì øàãå ñìåíèòñÿ. Ïðè ýòîì â èíôîðìàöèîííîì îêíå áóäåò âûâåäåíî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ.

• Color (color) - Öâåò ñåìåéñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

2.3.6. Ñåïàðàòðèñû (Tools/Fixed point �nding/Separatrix)
Ïðè ïîìîùè ýòîãî èíñòðóìåíòà ñòðîÿòñÿ âõîäÿùèå è èñõîäÿùèå ñåïàðàòðèñû (èíâàðè-

àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ) ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Àëãî-
ðèòì ïîñòðîåíèÿ îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîé èòåðàöèè íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ñåïàðàòðèñû. Â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà âûáèðàåòñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð ëèíåéíîé ÷àñòè äàííîãî äâó-
ìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ âáëèçè íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äëèíà âåêòîðà çàäàåòñÿ îäíèì èç ïàðà-
ìåòðîâ èíñòðóìåíòà (Linear approximation region). Â èñïîëüçóåìîì àëãîðèòìå ëèíåéíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ ÷èñëåííî. Â ïðîöåññå ñ÷åòà

Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà
• Separatrix number (Int) - Íîìåð ñåïàðàòðèñû. Íîìåðà 1,2 ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîìó ìóëü-

òèïëèêàòîðó èñõîäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, à 3 è 4 � âòîðîìó. Åñëè ìóëüòèïëèêàòîð
ìåíüøå åäèíèöû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñåïàðàòðèñû áóäóò âõîäÿùèìè, èíà÷å � èñõîäÿ-
ùèìè.

• Linear approximation region (double) - Ðàçìåð îáëàñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè â êîòîðîé
îòîáðàæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíûì. Ýòèì ïàðàìåòðîì çàäàåòñÿ äëèíà íà÷àëüíîãî
ëèíåéíîãî ó÷àñòêà ñåïàðàòðèñû. Åñëè ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ýòîãî ïàðàìåòðà íå óäàåò-
ñÿ íàéòè ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ (ïàðàìåòð Linear approximation
accuracy), òî åãî âåëè÷èíà àâòîìàòè÷åñêè óìåíüøàåòñÿ. Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà äî
âåëè÷èíû ìåíüøåé, ÷åì òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè âûäàåòñÿ ñîîáùåíèå î
íåâîçìîæíîñòè çàïóñêà ñåïàðàòðèñû. Äàííûé ïàðàìåòð ðåêîìåíäóåòñÿ çàäàâàòü çíà÷è-
òåëüíî áîëüøå, ÷åì òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ èñõîäíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè
(ïàðàìåòð Accuracy of FP location).
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• Linear approximation accuracy (double) - Òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëè-
íåéíîé ÷àñòè îòîáðàæåíèÿ âáëèçè íåïîäâèæíîé òî÷êè. Îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæ-
äó ñîáñòâåííûì âåêòîðîì v è åãî îáðàçîì (angle(Map(v),v)), âûðàæåííûé â ðàäèà-
íàõ. Êîíòðîëèðóåò âîçìîæíîñòü çàïóñêà ñåïàðàòðèñû ïðè òåêóùåì çíà÷åíèè ïàðàìåò-
ðà Linear approximation region. Äàííûé ïàðàìåòð ðåêîìåíäóåòñÿ çàäàâàòü çíà÷èòåëüíî
áîëüøå îòíîøåíèÿ Accuracy of FP location/Linear approximation region.

• Max. distance between points (double) - Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êà-
ìè ñåïàðàòðèñû. Ðåãóëèðóåò ïëîòíîñòü òî÷åê íà ñåïàðàòðèñå è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷íîñòü
ïîñòðîåíèÿ îòäàëåííûõ ó÷àñòêîâ ñåïàðàòðèñû.

• Max. angle of one iteration (double) - Ìàêñèìàëüíûé óãîë ïîâîðîòà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè íà ñåïàðàòðèñå. Ðåãóëèðóåò òî÷íîñòü ïîñòðîåíèÿ ñåïàðàòðèñû
âáëèçè ðåçêèõ ïîâîðîòîâ.

• Min. distance for angle control (double) - ???

• Color (color) - Öâåò ñåïàðàòðèñû.

• Point type(small, middle, big) - Òèï òî÷åê ñåïàðàòðèñû.

2.3.7. Äåðåâî áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà (Tools/Fixed point
�nding/Bifurcating tree)

Äàííûé èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîæåò
ñëóæèòü ýëëèïòè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ëþáîãî ïåðèîäà. Ïîñëå çàïóñêà èíñòðóìåíòà èñ-
õîäíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðîäîëæàåòñÿ ïî ïàðàìåòðó, ïðè ýòîì ïàðàìåòðû ïðîäîëæåíèÿ
(íàçâàíèå ïåðåìåííîé, øàã ïðîäîëæåíèÿ è ïð.) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè èí-
ñòðóìåíòà Ïðîäîëæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó. Ïðè ïðîäîëæåíèè ïî ïàðàìåòðó
îòñëåæèâàþòñÿ áèôóðêàöèè ñî ñìåíîé òèïà íåïîäâèæíîé òî÷êè è âáëèçè íèõ âåäåòñÿ ïîèñê
íåïîäâèæíûõ òî÷åê óäâîåííîãî ïåðèîäà. Åñëè òàêèå òî÷êè ñóùåñòâóþò, òî îíè òàêæå ïðîäîë-
æàþòñÿ ïî ïàðàìåòðó è ò.ä. Ïðè êàæäîé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðîèñõîäèò óìåíü-
øåíèå øàãà ïðîäîëæåíèÿ, óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè íàõîæäåíèÿ áèôóðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ è óìåíüøåíèå îáëàñòè â êîòîðîé èùóòñÿ òî÷êè óäâîåííîãî ïåðèîäà.
Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ áèôóðêàöèé äàííûé èíñòðóìåíò ïðîäîëæàåò èñõîäíóþ íåïîäâèæíóþ
òî÷êó àíàëîãè÷íî èíñòðóìåíòó Ïðîäîëæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó. Âî âðåìÿ
ðàáîòû èíñòðóìåíòà â îêíå ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ âûâîäèòñÿ òðàåêòîðèÿ ïðîäîëæåíèÿ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó. Ñàìî áèôóðêàöèîííîå äåðåâî ìîæíî ïîñòðîèòü, îòêðûâ
ôèëüòð Continuation plot è âûáðàâ â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ïàðàìåòð ïðîäîëæåíèÿ è êàêóþ-
ëèáî êîîðäèíàòó íåïîäâèæíîé òî÷êè. Èíôîðìàöèÿ î áèôóðêàöèÿõ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ
âûâîäèòñÿ â èíôîðìàöèîííîì îêíå.

Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà
• Accuracy of bifurcation value (double) - Íà÷àëüíàÿ òî÷íîñòü ñ êîòîðîé íàõîäèòñÿ áèôóð-

êàöèîííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ.

• Initial size of bifurcation region (double) - Ðàçìåð îáëàñòè â êîòîðîé âåäåòñÿ ïîèñê íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê óäâîåííîãî ïåðèîäà. Èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ îò ïîòåðÿâøåé
óñòîé÷èâîñòü òî÷êè äî òî÷êè, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ïîèñê ðåøåíèé óäâîåííîãî ïåðèîäà.
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• Coe�cient of decreasing of the step (double) - Êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé âî ñêîëüêî ðàç
óìåíüøàþòñÿ øàã ïðîäîëæåíèÿ è ïàðàìåòðû Accuracy of bifurcation point è Initial size of
bifurcation region ïðè êàæäîé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ. Ïî óìîë÷àíèþ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
ðàâíî êîíñòàíòå Ôåéãåíáàóìà äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

• Color (color) - Öâåò áèôóðêàöèîííîãî äåðåâà.

• Point type (small,middle,big) - Òèï òî÷åê òðàåêòîðèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê, îòîáðàæàåìûõ
â îêíå ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ.

2.3.8. Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè z = |Map(x) − x| (Tools/Surface |Map(x) − x| )
Êðîìå ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè, ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïðåäîñòàâ-

ëÿåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè z = |Map(x) − x| äëÿ äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé.
Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìàìè ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ íóëåâûìè çíà-
÷åíèÿìè z. Ïîñòðîåíèå äàííîé ïîâåðõíîñòè ïîìîãàåò ðàçîáðàòüñÿ â ïðè÷èíàõ ïðîáëåì ñ íà-
õîæäåíèåì íåïîäâèæíîé òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðè÷èí ÿâëÿåòñÿ
ðàçðûâ ïîâåðõíîñòè âáëèçè íåïîäâèæíîé òî÷êè (÷òî ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèåé äëÿ
îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå). Èñêëþ÷åíèå òàêèõ ðàçðûâîâ, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìî-
ñòüþ ñìåíû ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Ðàçðûâû ñâÿçàííûå ñ öèëèíäðè÷åñêîé èëè ñôåðè÷åñêîé
òîïîëîãèåé ïëîñêîñòè îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ëèêâèäèðîâàòü ñäâèãîì (ïîâîðîòîì) êîîðäèíàò
îòîáðàæåíèÿ ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè, ÷òî äåëàåòñÿ â ïàêåòå ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì
ïðè ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿ. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ïðè ïîèñêå íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê ìåòîäîì Íüþòîíà èëè ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà òðàåêòîðèÿ ïîèñêà áóäåò îòîáðàæàòüñÿ è
òàêæå íà íàðèñîâàííîé ïîâåðõíîñòè. Èíñòðóìåíò ðàáîòàåò ìíîãîïîòî÷íî.

Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà

• Number of threads (int) - Êîëè÷åñòâî çàïóñêàåìûõ ïîòîêîâ.

• Step along X, Y (double) - Øàãè ìåæäó óçëàìè ñåòêè, ïî êîòîðîé ñòðîèòñÿ ïîâåðõíîñòü
âäîëü îñåé X è Y.

• Color (color) - Öâåò ïîñòðîåíèÿ.

2.3.9. Îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ (ÎÂÄ) (Tools/Region of allowable motion
(RAM))

Èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé Ïóàíêà-
ðå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè ïîñòðîåíèè èíñòðóìåíò òåñòèðóåò òî÷êè âèäèìîé ÷àñòè ïëîñ-
êîñòè (ïðîñòðàíñòâà) îòîáðàæåíèÿ íà âîçìîæíîñòü çàïóñêà òðàåêòîðèè ñ òåêóùèìè çíà÷å-
íèÿìè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Èíñòðóìåíò çàêðàøèâàåò ëèáî òî÷êè
ïðèíàäëåæàùèå ÎÂÄ, ëèáî òî÷êè åìó íå ïðèíàäëåæàùèå (çàâèñèò îò ïàðàìåòðà Draw DPM
points). Èíñòðóìåíò ðàáîòàåò ìíîãîïîòî÷íî.

Îñîáåííîñòè äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé èíñòðóìåíò
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òðåõìåðíóþ ïîâåðõíîñòü ñå÷åíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè ïëîñêîñòüþ îòîáðàæå-
íèÿ Ïóàíêàðå. Ýòà ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Energy(p1, p2, q1, q2 = const) = const.
Ïîñêîëüêó, ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè âîçìîæíî òîëüêî äëÿ òî÷åê ïðèíàäëåæàùèõ
ÎÂÄ, òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ðàáîòàåò òîëüêî ïðè çàêðàøèâàíèè òî÷åê ÎÂÄ (Draw DPM points
= �yes�).
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Îñîáåííîñòè òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé èíñòðó-
ìåíò ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ÎÂÄ êàê â òðåõìåðíîé îáëàñòè, òàê è íà äâóìåðíîì ñå÷åíèè z=const
ýòîé îáëàñòè (ïàðàìåòð Section).

Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà

• Step along X, Y, Z (double) - Øàãè ïîñòðîåíèÿ ÎÂÄ âäîëü îñåé X, Y è Z.

• Draw DPM points (yes, no) - yes � çàêðàøèâàòü òî÷êè ïðèíàäëåæàùèå ÎÂÄ. no � çà-
êðàøèâàòü òî÷êè íå ïðèíàäëåæàùèå ÎÂÄ.

• Draw on energy level (yes, no) - yes � ñòðîèòü ïîâåðõíîñòü ñå÷åíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè â îò-
äåëüíîì îêíå. no � íå ñòðîèòü ïîâåðõíîñòü ñå÷åíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè. Ïàðàìåòð ðàáîòàåò
òîëüêî äëÿ äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé.

• Section (2D, 3D) - 2D � Ïîñòðîåíèå ÎÂÄ íà íà äâóìåðíîì ñå÷åíèè z=const òðåõìåðíîé
îáëàñòè. 3D � Ïîñòðîåíèå ÎÂÄ â òðåõìåðíîé îáëàñòè. Ïàðàìåòð ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ
òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé.

• Color (color) - Öâåò ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ.

2.3.10. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû (Tools/Topological analysis)
Äàííûé èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðÿä áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì íà ïëîñêîñòè

ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû è ïîìîãàåò ïîñòàâèòü ñîîòâåòñòâèå òåì èëè èíûì òðàåêòîðè-
ÿì îòîáðàæåíèÿ òî÷êè ýòîé äèàãðàììû. Âñå âåòâè äèàãðàììû ñòðîÿòñÿ îòäåëüíî (ïàðàìåòð
Brànch number) è çàäàíû ïàðàìåòðè÷åñêè. Òî÷êè íà âåòâÿõ äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþò òåì
çíà÷åíèÿì èíòåãðàëîâ äëÿ êîòîðûõ îíè ñòàíîâÿòñÿ çàâèñèìûìè. Ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîí-
íîé äèàãðàììû ïðîèñõîäèò â îêíå ñîçäàâàåìîì ôèëüòðîì Bifurcation plot. Ïðè ýòîì òèï
îêíà (ïàðàìåòð ôèëüòðà Diagram name) è òèï ñòðîÿùåéñÿ äèàãðàììû (ïàðàìåòð äàííî-
ãî èíñòðóìåíòà Diagram name) äîëæíû ñîâïàäàòü. Ïîñëå òîãî êàê ôèëüòð ñîçäàí, êàæäîé
çàïóùåííîé òðàåêòîðèè ôàçîâîãî ïîòîêà â îêíå ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå àâòîìà-
òè÷åñêè áóäåò ñòàâèòüñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ.

Ïàðàìåòðû èíñòðóìåíòà

• Diagram name (list) - Âûáîð äèàãðàììû èç ñïèñêà âîçìîæíûõ äëÿ äàííîé çàäà÷è.

• Brunch number (list) - Âûáîð âåòâè äèàãðàììû.

• Min. value of parameter (double) - Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà.

• Max. value of parameter (double) - Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà.

• Parameter step (double) - Øàã ïî ïàðàìåòðó ïðè ïîñòðîåíèè òåêóùåé âåòâè. Ðåãóëèðóåò
ïëîòíîñòü òî÷åê íà âåòâè.

• Color (color) - Öâåò âåòâè äèàãðàììû.
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2.4. Ôèëüòðû è äîïîëíèòåëüíûå îêíà
Ïðè ðàáîòå îïèñàííûõ âûøå èíñòðóìåíòîâ âûâîäèìàÿ èì èíôîðìàöèÿ îòîáðàæàåòñÿ â

îäíîì èëè áîëåå îñíîâíûõ îêíàõ. Îäíàêî âîçìîæåí âûâîä äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î
ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ. Çà ýòî îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå ôèëüòðû.

Ñîçäàíèå ôèëüòðà íå çàïóñêàåò îòäåëüíîãî ïîòîêà, îíî ëèøü äîáàâëÿåò äîïîëíèòåëüíîå
ãðàôè÷åñêîå îêíî âûâîäà ê çàïóñêàåìûì áàçîâûì èíñòðóìåíòàì. Ïðè ýòîì áàçîâûå èíñòðó-
ìåíòû íà÷èíàþò âûâîä èíôîðìàöèè êàê â ñâîè îñíîâíûå îêíà, òàê è âî âñå ñîçäàííûå îêíà
ôèëüòðîâ. Íàïðèìåð, åñëè ñîçäàòü ôèëüòð ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ, à ïîñëå ýòîãî çàïóñòèòü
èíñòðóìåíò îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, òî â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â
îñíîâíîì îêíå áóäåò ñòðîèòñÿ ñàìî îòîáðàæåíèå, à â îêíå ôèëüòðà áóäåò âûâîäèòüñÿ ãðà-
ôèê âûáðàííîé âåëè÷èíû â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Äëÿ êàæäîãî èç ôèëüòðîâ ñóùåñòâóåò
ñâîå óñëîâèå âûâîäà èíôîðìàöèè â ãðàôè÷åñêîå îêíî (íàïðèìåð, äëÿ ôèëüòðà ïîñòðîåíèÿ
ãðàôèêîâ ýòî âûâîä ÷åðåç çàäàííîå âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, ôèëüòð îòñå-
èâàåò íåíóæíûå äàííûå ïîñòóïàþùèå îò áàçîâîãî èíñòðóìåíòà è âûâîäèò â ãðàôè÷åñêîå
îêíî òîëüêî íåîáõîäèìîå. Â ñâÿçè ñ ýòèì è îáðàçîâàëñÿ òåðìèí "ôèëüòð"äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
äîïîëíèòåëüíûõ ãðàôè÷åñêèõ îêîí.

Ïðèâåäåì èåðàðõèþ ôèëüòðîâ äîñòóïíûõ â êîìïëåêñå:

• Ïîñòðîåíèå äâóìåðíûõ ãðàôèêîâ

• Ïîñòðîåíèå òðåõìåðíûõ ãðàôèêîâ

• Âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè

• Ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì

• Âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ àïåêñîâ

• Âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ òåë

2.4.1. Ïîñòðîåíèå äâóìåðíûõ ãðàôèêîâ (Filter/2D-plot)
Âûâîä â äàííîì ôèëüòðå îñóùåñòâëÿþò èíñòðóìåíòûÎòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå èÎÂÄ

â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Ôèëüòð ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äâóìåð-
íûõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ïðè äâèæåíèè âäîëü òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå. Âûâîä òî÷åê ïðîèñõîäèò ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé (ïà-
ðàìåòð Control variable) íà çàäàííóþ âåëè÷èíó (ïàðàìåòð Period). Êðîìå òîãî ñ ïîìîùüþ
èíñòðóìåíòà ÎÂÄ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå â îêíå ôèëüòðà ìîæíî ïîñòðîèòü îá-
ëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ â çàäàííûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðè ýòîì çàêðàøèâàþòñÿ îáëàñòè
íåäîñòóïíûå äëÿ äâèæåíèÿ. Ãðàíèöà çàêðàøåíîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ íóëå-
âûõ ñêîðîñòåé.

Ïàðàìåòðû ôèëüòðà

• Out condition (list) - Ïàðàìåòð, ïî çíà÷åíèÿì êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ âûâîä èíôîðìà-
öèè â ôèëüòð.

• Axis X, Y (list) - Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ïàðàìåòðîâ ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð ôóíêöèé, îòêëà-
äûâàåìûõ ïî îñÿì X è Y.
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• Out value (double) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó âûâîäà òî÷åê íà ãðàôèê ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà Out condition. Åñëè ðàçíîñòü ìåæäó òåêóùèì çíà÷åíèåì óïðàâ-
ëÿþùåãî ïàðàìåòðà è åãî çíà÷åíèåì â ïîñëåäíåé âûâåäåííîé òî÷êå ïðåâûøàåò äàííûé
ïàðàìåòð, òî ïðîèçâîäèòñÿ âûâîä î÷åðåäíîé òî÷êè.

• Max. number of points (int) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê
âûâîäèìûõ íà îäíîé òðàåêòîðèè.

• Xmin, Xmax, Ymin, Ymax (double) - Äàííûå ïàðàìåòðû çàäàþò ðàçìåðû ñîçäàâàåìîãî
îêíà ôèëüòðà.

• Hold proportions (yes, no) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå îêíà ôèëüòðà ïðè
ìàñøòàáèðîâàíèè. Åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàâíî yes, òî ìàñøòàáèðîâàíèå âäîëü îáåèõ
îñåé ïðîèçâîäèòñÿ ñ îäèíàêîâûì êîýôôèöèåíòîì, òî åñòü îòñóòñòâóåò ñæàòèå èëè ðàñ-
òÿæåíèå âäîëü êàêîé-ëèáî èç îñåé. Åñëè æå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàâíî no, òî ìàñøòàáè-
ðîâàíèå âäîëü îñåé ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ ðàçíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

• Point type (small, middle, big) - Äàííûé ïàðàìåòð çàäàåò òèï òî÷åê êîòîðûìè ðèñóþòñÿ
òðàåêòîðèè â îêíå ôèëüòðà.

2.4.2. Ïîñòðîåíèå òðåõìåðíûõ ãðàôèêîâ (Filter/3D-plot)
Âûâîä â äàííîì ôèëüòðå îñóùåñòâëÿåò èíñòðóìåíò Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Ôèëüòð

ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíûõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé ôàçîâûõ ïåðåìåí-
íûõ ïðè äâèæåíèè âäîëü òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Âûâîä òî÷åê ïðîèñõîäèò ïðè
èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé (ïàðàìåòð Control variable) íà çàäàííóþ âå-
ëè÷èíó (ïàðàìåòð Period).

Ïàðàìåòðû ôèëüòðà

• Out condition (list) - Ïàðàìåòð, ïî çíà÷åíèÿì êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ âûâîä èíôîðìà-
öèè â ôèëüòð.

• Axis X, Y, Z (list) - Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ïàðàìåòðîâ ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð ôóíêöèé, îò-
êëàäûâàåìûõ ïî îñÿì X, Y è Z.

• Out value (double) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó âûâîäà òî÷åê íà ãðàôèê ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà Out condition. Åñëè ðàçíîñòü ìåæäó òåêóùèì çíà÷åíèåì óïðàâ-
ëÿþùåãî ïàðàìåòðà è åãî çíà÷åíèåì â ïîñëåäíåé âûâåäåííîé òî÷êå ïðåâûøàåò äàííûé
ïàðàìåòð, òî ïðîèçâîäèòñÿ âûâîä î÷åðåäíîé òî÷êè.

• Max. number of points (int) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê
âûâîäèìûõ íà îäíîé òðàåêòîðèè.

• Xmin, Xmax, Ymin, Ymax, Zmin, Zmax (double) - Äàííûå ïàðàìåòðû çàäàþò ðàçìåðû
ñîçäàâàåìîãî îêíà ôèëüòðà.

• Point type (small, middle, big) - Äàííûé ïàðàìåòð çàäàåò òèï òî÷åê êîòîðûìè ðèñóþòñÿ
òðàåêòîðèè â îêíå ôèëüòðà.
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2.4.3. Âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè
(Filter/Fixed point multiplicators plot)

Âûâîä â äàííîì ôèëüòðå îñóùåñòâëÿþò èíñòðóìåíòû Ïðîäîëæåíèå íåïîäâèæíûõ
òî÷åê ïî ïàðàìåòðó èÄåðåâî áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Äàííûé ôèëüòð ðåàëè-
çóåò âèçóàëèçàöèþ äâèæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè ïðè ïðîäîëæåíèè åå ïî ïàðàìåòðó. Âñå ìóëüòèïëèêàòîðû ïðè ïðîäîëæåíèè âûâîäÿòñÿ
îäíîâðåìåííî. Â ñëó÷àå èíñòðóìåíòàÏðîäîëæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó
ïîëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ âûâîäÿòñÿ íà ãðàôèê ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè ïî ïåðåìåí-
íîé ïðîäîëæåíèÿ. Â ñëó÷àå èíñòðóìåíòà Äåðåâî áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà âûâîä
ïîëîæåíèé ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïðîèçâîäèòñÿ íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà è íå çàâè-
ñèò îò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâà áèôóðêàöèé
âûâîäÿòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðû òîëüêî åãî ýëëèïòè÷åñêèõ âåòâåé. Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ íà ãðàôèêå èçîáðàæàåòñÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü.

Ïàðàìåòðû ôèëüòðà

• Period (double) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó âûâîäà òî÷åê íà ãðàôèê ïðè èç-
ìåíåíèè ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ. Åñëè ðàçíîñòü ìåæäó òåêóùèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà
ïðîäîëæåíèÿ è åãî çíà÷åíèåì â ïîñëåäíåé âûâåäåííîé òî÷êå ïðåâûøàåò äàííûé ïàðà-
ìåòð, òî ïðîèçâîäèòñÿ âûâîä î÷åðåäíîé òî÷êè. Äàííûé ïàðàìåòð èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî
èíñòðóìåíòîì Ïðîäîëæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó.

• Xmin, Xmax, Ymin, Ymax (double) - Äàííûå ïàðàìåòðû çàäàþò ðàçìåðû ñîçäàâàåìîãî
îêíà ôèëüòðà.

2.4.4. Ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì (Filter/Bifurcation plot)
Â îêíå äàííîãî ôèëüòðà ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòà Topological analysis ïðîèçâîäèòñÿ

ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì íà ïëîñêîñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ çàäà÷è. Ïðè ýòîì
òèï îêíà (ïàðàìåòð ôèëüòðà Diagram name) è òèï ñòðîÿùåéñÿ äèàãðàììû (ïàðàìåòð èí-
ñòðóìåíòà Diagram name) äîëæíû ñîâïàäàòü. Ïàðàìåòðû ïîñòðîåíèÿ äèãðàìì çàäàþòñÿ
èíñòðóìåíòîì. Êðîìå ýòîãî, îêíå äàííîãî ôèëüòðà êàæäîé òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêà-
ðå (èíñòðóìåíò Poincare map) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà íà ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ïàðàìåòðû ôèëüòðà

• Diagram name (list) - Äàííûì ïàðàìåòðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð áèôóðêàöèîííîé äèà-
ãðàììû, êîòîðàÿ áóäåò ñòðîèòüñÿ â îòêðûâàåìîì îêíå.

• Xmin, Xmax, Ymin, Ymax (double) - Äàííûå ïàðàìåòðû çàäàþò ðàçìåðû ñîçäàâàåìîãî
îêíà ôèëüòðà.

• Hold proportions (yes, no) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå îêíà ôèëüòðà ïðè
ìàñøòàáèðîâàíèè. Åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàâíî yes, òî ìàñøòàáèðîâàíèå âäîëü îáåèõ
îñåé ïðîèçâîäèòñÿ ñ îäèíàêîâûì êîýôôèöèåíòîì, òî åñòü îòñóòñòâóåò ñæàòèå èëè ðàñ-
òÿæåíèå âäîëü êàêîé-ëèáî èç îñåé. Åñëè æå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàâíî no, òî ìàñøòàáè-
ðîâàíèå âäîëü îñåé ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ ðàçíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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2.4.5. Âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ àïåêñîâ (Filter/Visualization of apex motion)
Âûâîä â äàííîì ôèëüòðå îñóùåñòâëåòñÿ èíñòðóìåíòîì Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â çà-

äà÷àõ ñâÿçàííûõ ñ äâèæåíèåì òâåðäîãî òåëà. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè òðàåêòîðèè, â îêíå ôèëü-
òðà âûâîäèòñÿ òåêóùåå ïîëîæåíèå òåëà è ñèñòåì êîîðäèíàò (àáñîëþòíîé è ñâÿçàííîé ñ òå-
ëîì). Âûâîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè ïî âðåìåíè.

Ïàðàìåòðû ôèëüòðà

• Period (double) - Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ïàðàìåòðà çàäàåòñÿ ïåðèîä ïî âðåìåíè ÷åðåç êîòî-
ðûé îáíîâëÿåòñÿ êàðòèíêà.

• Max. number of the points (int) - Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê
âûâîäèìûõ íà îäíîé òðàåêòîðèè.

• Looking in (absolute frame, rotating frame) - Äàííûé ïàðàìåòð çàäàåò ñèñòåìó êîîðäè-
íàò èç êîòîðîé âåäåòñÿ íàáëþäåíèå. absolute frame � íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.
rotating frame � ñèñòåìà êîîðäèíàò ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì.

• Draw Apex X, Y, Z (no, without trace, with trace) - Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ïàðàìåòðîâ çàäà-
þòñÿ ðåæèìû îòîáðàæåíèÿ àïåêñîâ: no � ñîîòâåòñòâóþùèé àïåêñ íå âûâîäèòñÿ without
trace � ñîîòâåòñòâóþùèé àïåêñ âûâîäèòñÿ, íî íå îñòàâëÿåò ñëåäà ïðè âðàùåíèè. with
trace � ñîîòâåòñòâóþùèé àïåêñ âûâîäèòñÿ, è îñòàâëÿåò ñëåä ïðè âðàùåíèè.

• X, Y, Z -axis color (color) - Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ïàðàìåòðîâ çàäàþòñÿ öâåòà àïåêñîâ è
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ãðàíåé âðàùàþùåãîñÿ òåëà.

• Draw body (yes, no) - Äàííûé ïàðàìåòð ïîçâîëÿåò ðèñîâàòü ìîäåëü òåëà â âèäå ïàðàëëå-
ëîãðàììà è ñëåäèòü çà åãî âðàùåíèåì âî âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ.

• X, Y, Z body size (double) - Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ïàðàìåòðîâ çàäàþòñÿ ðàçìåðû âðàùàþ-
ùåãîñÿ òåëà âäîëü îñåé êîîðäèíàò.

• Draw sphere (yes, no) - Äàííûé ïàðàìåòð ïîçâîëÿåò ïî æåëàíèþ ïîëüçîâàòåëÿ íàðèñîâàòü
åäèíè÷íóþ ñôåðó íà òðåõìåðíîé ñöåíå ôèëüòðà. Äàííàÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçóåòñÿ ïðè
èññëåäîâàíèè òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ àïåêñîâ.

• Draw arbitrary vector (yes, no) - Äàííûé ïàðàìåòð ïîçâîëÿåò çàäàòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
â òåêóùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ïàðàìåòð Looking in) è ñëåäèòü çà åãî âðàùåíèåì ïðè
äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà.

• X, Y, Z coord. of a vector (double) - Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ïàðàìåòðîâ çàäàþòñÿ êîîðäèíàòû
X, Y è Z ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

• Point type (small, big) - Äàííûé ïàðàìåòð çàäàåò òèï òî÷åê êîòîðûìè ðèñóþòñÿ ñëåäû
àïåêñîâ.
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2.4.6. Âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ òåë (Filter/Visualization of task)
Â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ áûâàåò ïîëåçíî è èíòåðåñíî âèçóàëèçèðîâàòü äâèæåíèå îáúåêòîâ,

îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé, â ðåàëüíîì ìèðå. Ïîäîáíûå çíàíèÿ ïîçâîëÿþò ïîíÿòü ôèçè÷åñêóþ
ïðèðîäó òåõ èëè èíûõ îñîáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé èëè ðåæèìîâ äâèæåíèÿ, êàê ñêàçû-
âàþòñÿ ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ýôôåêòû, èññëåäóåìûå ñ ïîìîùüþ îïèñàííûõ èíñòðóìåí-
òîâ, à ðåàëüíîì äâèæåíèè îáúåêòîâ, êàê ôèçè÷åñêè âëèÿþò ïàðàìåòðû ñèñòåìû íà äèíàìèêó.
Êðîìå òîãî òàêàÿ âîçìîæíîñòü (â ñîâîêóïíîñòè ñ ðåçóëüòàòàìè ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ëè-
áî èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ñîñòàâ-
ëåííîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé èññëåäóåìóþ ñèñòåìó. Äëÿ âèçóàëèçàöèè äâèæåíèÿ îáúåêòîâ
îïèñûâàåìûõ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé èñïîëüçóåòñÿ Óíèâåðñàëüíûé òðåõìåðíûé âèçóàëèçà-
òîð. Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ îí ìîæåò áûòü íàïîëíåí ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè (ýëëèïñîèä,
ïëîñêîñòü, ïàðàáîëîèä, òî÷êà, ëèíèÿ è ò. ä.). Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû ýòèõ îáúåêòîâ ñâÿçû-
âàþòñÿ ñ ôóíêöèÿìè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû. Òðåõìåðíûé âèçóàëèçàòîð ïîçâîëÿåò
ãðàôè÷åñêè îòîáðàæàòü äèíàìèêó âûáðàííûõ îáúåêòîâ ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå òðàåêòîðèè,
îáðàçóåìûå ïðè äâèæåíèè îáúåêòîâ. Íàïðèìåð äëÿ çàäà÷è êà÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ïî ïëîñ-
êîñòè îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèä, ïëîñêîñòü, òðàåêòîðèÿ îñòàâëÿåìàÿ ýëëèïñîèäîì íà
ïëîñêîñòè (ñëåä ýëëèïñîèäà) è òðàåêòîðèÿ îñòàâëÿåìàÿ òî÷êîé êîíòàêòà ñ ïëîñêîñòüþ íà ýë-
ëèïñîèäå(ñëåä ïëîñêîñòè). Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò âûáðàòü êàêèå èç îáúåêòîâ ñèñòåìû îí õî÷åò
âèäåòü, ìîæåò çàäàòü öâåòà îáúåêòîâ, íàëîæèòü íà íèõ òåêñòóðû èëè ñåòêó, çàäàòü ñòåïåíü
ïðîçðà÷íîñòè. Êðîìå òîãî âèçóàëèçàòîð ïîçâîëÿåò ñîõðàíÿòü îòîáðàæàåìóþ èíôîðìàöèþ
êàê â âèäå ñíèìêîâ ñöåíû, òàê è âñþ äèíàìèêó ñèñòåìû â âèäå ôàéëà ñ âèäåî.

Ðèñ. 4. Äåìîíñòðàöèÿ ðàáîòû âèçóàëèçàòîðà.
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Âèçóàëèçàòîð îòêðûâàåòñÿ â îòäåëüíîì îêíå (ñì. ðèñ. 4) Â âåðõíåé ÷àñòè îêíà ðàñïîëà-
ãàåòñÿ ïàíåëü èíñòðóìåíòîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò:

• Âîññòàíîâèòü ïîëîæåíèå è íàïðàâëåíèå êàìåðû ïî-óìîë÷àíèþ

• Ñäåëàòü ñíèìîê ñöåíû

• Ñäåëàòü âèäåîçàïèñü

• Âûáðàòü ñòèëü îòðèñîâêè îáúåêòà (ñåòêà, çàëèâêà, ñåòêà è çàëèâêà)

• Âûáðàòü ñòèëü îñåé (áåç îñåé, íîðìàëüíûå, êîðîáêà)

• Ïîêàçàòü/ñêðûòü ïàíåëü íàñòðîåê âèçóàëèçàòîðà

Ïàíåëü íàñòðîåê âèçóàëèçàòðà îòîáðàæàåòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè îêíà è ñîäåðæèò äâå çà-
êëàäêè:

• objects - ñîäåðæèò ýëåìåíòû óïðàâëåíèÿ ñòàòè÷åñêèì è äèíàìè÷åñêèì îáúåêòîì
� Enabled - îòîáðàæàòü/ñêðûòü ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò
� Object Color - öâåò îòðèñîâêè
� Transparency - ïðîçðà÷íîñòü
� Grid density - ÷àñòîòà ñåòêè
� Trace on the object enabled - îòîáðàæàòü/ñêðûòü ñëåä òî÷êè êîíòàêòà
� Object trace color - öâåò ñëåäà òî÷êè êîíòàêòà

• axis - ñîäåðæèò ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ îñÿìè
� Draw ticks and subticks - îòîáðàæàòü/ñêðûòü çàñå÷êè
� Range min - ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
� Range max - ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
� Number of tickmarks - êîëè÷åñòâî áîëüøèõ çàñå÷åê
� Number of subticks - êîëè÷åñòâî ìàëåíüêèõ çàñå÷åê

3. Îïèñàíèå çàäà÷ íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè
3.1. Êà÷åíèå ïàðàáîëîèäà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ

Â ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à êà÷åíèÿ òâåðäîãî òåëà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.
Â äàííîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

3.1.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èíòåãðàëû
Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìåæäó òåëîì è ïëîñêîñòüþ îïèñûâàåòñÿ íåãîëî-

íîìíîé ñâÿçüþ â âèäå
v + ω × r = 0, (1)

ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé öåíòð ìàññ G ñ òî÷êîé êîíòàêòà R, v , ω � ñêîðîñòü
öåíòðà ìàññ è óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 5). Ïðèòîì r , v , ω çàäàíû â
ïðîåêöèÿõ íà îñè æåñòêî ñâÿçàííûå ñ òåëîì.
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Ðèñ. 5. Êà÷åíèå ýëëèïñîèäà
ïî ïëîñêîñòè

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà èìåþò âèä (ñì. [2])




Ṁ = M × ω + mṙ × (ω × r) + mgr × γ + γ × ∂U
∂γ

γ̇ = γ × ω,
(2)

ãäå M = Iω + mr × (ω × r) � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò òåëà îòíî-
ñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà, I � òåíçîð èíåðöèè òåëà, γ � åäèíè÷-
íûé îðò âåðòèêàëè, m � ìàññà òåëà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ, U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïîëÿ.
Óðàâíåíèÿ (2) àíàëîãè÷íû êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�
Ïóàññîíà, îïèñûâàþùèì äâèæåíèå òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà âî-
êðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè, îíè îáëàäàþò äâóìÿ èíòåãðàëàìè

H = 1
2

(M ,ω)−mg(r , γ) + U(γ), (γ,γ) = 1, (3)

ýíåðãèè è ãåîìåòðè÷åñêèì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðà r è γ ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèåì, çàäàþùèì ãàóññîâó ïðîåêöèþ

γ = − grad F (r)

| grad F (r)| , (4)

Ïîâåðõíîñòü òåëà è ãàóññîâà ïðîåêöèÿ (4) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

F (r) = 1
2

(r2
1

p +
r2
2

q

)
− (r3 + h) = 0,

r1 = −p
γ1

γ3
, r2 = −q

γ2

γθ3
, r3 = −h +

pγ2
1 + qγ2

3

2γ2
3

,

(5)

ãäå p, q � ðàäèóñû ãëàâíûõ êðèâèçí â âåðøèíå ïàðàáîëîèäà, h � âûñîòà öåíòðà ìàññ, ðàñ-
ïîëîæåííîãî íà îñè ïàðàáîëîèäà.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å äîïóñêàåòñÿ ïîâîðîò äèíàìè÷åñêèõ îñåé ïàðàáîëîèäà îòíî-
ñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêèõ íà óãîë δ 6= 0 âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè OX3. Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð
èíåðöèè â ãëàâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îñÿõ èìååò ñëåäóþùèé âèä

I =




I1 cos2 δ + I2 sin2 δ (I1 − I2) cos δ sin δ 0
(I1 − I2) cos δ sin δ I1 sin2 δ + I2 cos2 δ 0

0 0 I3


 (6)

3.1.2. Ïåðåìåííûå Àíäóàéå�Äåïðè è òðåõìåðíûå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íàèáîëåå óäîáíû (çà ñ÷¼ò ÿâíîé ðåäóêöèè ñè-

ñòåìû) ïåðåìåííûå Àíäóàéå�Äåïðè (L,G, H, l, g), ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðûõ îïèñàí, íà-
ïðèìåð, â [1]. Íèæå ïðèâåäåíû ÿâíûå ôîðìóëû ïåðåñ÷¼òà èç ïåðåìåííûõ Àíäóàéå�Äåïðè
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â ïåðåìåííûå (M ,γ)

M1 =
√

G2 − L2 sin l, M2 =
√

G2 − L2 cos l, M3 = L,

γ1 =
(

H
G

√
1−

(
L
G

)2
+ L

G

√
1−

(
H
G

)2
cos g

)
sin l +

√
1−

(
H
G

)2
sin g cos l,

γ2 =
(

H
G

√
1−

(
L
G

)2
+ L

G

√
1−

(
H
G

)2
cos g

)
cos l −

√
1−

(
H
G

)2
sin g sin l,

γ3 =
(

H
G

)(
L
G

)
−

√
1−

(
L
G

)2
√

1−
(

H
G

)2
cos g.

(7)

Íà óðîâíå äâóõ èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (3) óðàâíåíèÿ (2) çàäàþò ÷åòûðåõìåð-
íûé ôàçîâûé ïîòîê, ñå÷åíèå êîòîðîãî òðåõìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó
òî÷å÷íîìó òðåõìåðíîìó îòîáðàæåíèþ (îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ
ïåðåìåííûõ L, G, H, l, g èç (7) çàâåäîìî âûïîëíåíî (γ, γ) = 1, ïîýòîìó íà óðîâíå ýòîãî
èíòåãðàëà ôîðìóëû (7) çàäàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òðåõìåðíîå ñå÷åíèå
÷åòûðåõìåðíîãî óðîâíÿ ýíåðãèè H (L,G, H, l, g) = E çàäàþòñÿ ïëîñêîñòüþ g = g0 = const,
íà êîòîðîé âûáèðàþòñÿ êîîðäèíàòû

(
l, L

G
, H
G

)
.

Ðàçìåðíîñòü èññëåäóåìîé ñèñòåìû ðàâíà ÷åòûðåì (6 óðàâíåíèé (2) - 2 èíòåãðàëà (3)).
Ïîýòîìó îñíîâíîé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ïàðàáîëîèäà - òð¼õìåðíîå îòîáðà-
æåíèå Ïóàíêàðå, âîçíèêàþùèå ïðè ñå÷åíèè èñõîäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ôàçîâîãî ïîòîêà ïî
ïåðåìåííîé Àíäóàéå-Äåïðè - g Äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî óêà-
çàòü 3 êîîðäèíàòû (l, L/G, H/G).

Ñóùåñòâóþò ñëó÷àè, êîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáëàäàþò åù¼ îäíèì èíòåãðàëîì, ñ ó÷å-
òîì êîòîðîãî îòîáðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíûì.

3.1.3. Ïàðàìåòðû çàäà÷è, âûíåñåííûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Chaos
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è, îòîáðàæàåìûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå

Chaos

• Energy - Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ òåëà

• 1
I1

, 1
I2

, 1
I3

- ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè ïàðàáîëîèäà

• m - ìàññà ïàðàáîëîèäà

• g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â ñì/ñ2

• p, q - ãëàâíûå ïîëóîñè ïàðàáîëîèäà

• δ - óãîë ïîâîðîòà äèíàìè÷åñêèõ îñåé îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêèõ âîêðóã âåðòèêàëüíîé
îñè â ðàäèàíàõ

• h - âûñîòà öåíòðà ìàññ ýëëèïñîèäà

• Initial H/G - íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïî âåðòèêàëüíîé îñè H/G

• Rotation of the map (vert. / horiz.) - óãëû ïîâîðîòà îòîáðàæåíèÿ â âåðòèêàëüíîé / ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.
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3.1.4. Ñïèñîê âåëè÷èí, âûâîäèìûõ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Chaos
• t - ñóììàðíîå âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (â øàãàõ èíòåãðèðîâàíèÿ)

• E = 1
2(M, ω) - Çíà÷åíèå ýíåðãèè òåëà

• H = (M + K, γ) - Çíà÷åíèå êîíñòàíòû ïëîùàäåé

• (G = |M + K|) - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè G

• g - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè g

• l - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè l

• L - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè L

• L/G - Çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ ïåðåìåííûõ Äåïðè L
G

• (G = |M + K|) - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè G

• M1, M2, M3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà

• γ1, γ2, γ3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà γ

• ω1, ω,2, ω3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà ω

• α1, α2, α3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà α

• β1, β2, β3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà β

• φ(mod2π), ψ(mod2π), θ - Óãëû Ýéëåðà ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òåëîì,
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

• RabsX, RabsY - Êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ (òî÷êè êîíòàêòà) øàðà â àáñîëþòíîé (íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò)

• Vx, Vy - Ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ (òî÷êè êîíòàêòà) øàðà â àáñîëþòíîé (íåïîäâèæíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò)

• L on the plane - Äëèíà ñëåäà, îñòàâëÿåìîãî øàðîì íà ïëîñêîñòè

• L on the ball - Äëèíà ñëåäà, îñòàâëÿåìîãî ïëîñêîñòüþ íà øàðå

• L di�erence - Ðàçíèöà äëèí ñëåäîâ íà ïëîñêîñòè è íà øàðå

3.2. Êà÷åíèå ýëëèïñîèäà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
Â ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à êà÷åíèÿ òâåðäîãî òåëà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

Â äàííîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà.
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3.2.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èíòåãðàëû
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ ýôôåêòîâ (íå òîëüêî äâèæåíèÿ âáëèçè âåðòèêàëüíûõ

âðàùåíèé) â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè êàòÿùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü òðåõîñ-
íîãî ýëëèïñîèäà. Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåíòð ìàññ òâåðäîãî ýëëèïñîèäà ñìåùåí îòíî-
ñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà íà âåêòîð a = (a1, a2, a3), à äèíàìè÷åñêèå îñè ïîâåðíóòû
îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêèõ íà çàäàííûå óãëû Ýéëåðà ϕ, θ, ψ.

Êà÷åíèå òâåðäîãî òåëà, èìåþùåãî ôîðìó ýëëèïñîèäà, îïèñûâàåòñÿ òåìè æå óðàâíåíè-
ÿìè (2) è èìååò òå æå èíòåãðàëû (3), ÷òî è â ñëó÷àå ïàðàáîëîèäà. Ãàóññîâà ïðîåêöèÿ (4)
ýëëèïñîèäà çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

F (r) =
(r1 + a1)

2

b2
1

+
(r2 + a2)

2

b2
2

+
(r3 + b3)

2

b2
3

− 1 = 0, ri =
b2
i γi√

b2
1γ

2
1 + b2

2γ
2
2 + b2

3γ
2
3

+ ai, (8)

ãäå b1, b2, b3 � ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà. Ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû p, q, íàïðèìåð,
â âåðøèíå r1 = r2 = 0, r3 = b3, çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè p =

b2
1

b3
, q =

b2
2

b3
.

À òåíçîð èíåðöèè â ãëàâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îñÿõ ïðèìåò âèä I = QT diag(I1, I2, I3)Q,
ãäå I1, I2, I3 � ãëàâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè, à ìàòðèöà ïîâîðîòà Q èìååò âèä

Q =




cos ϕ cos ψ − cos θ sin ψ sin ϕ cos ϕ sin ψ + cos θ cos ψ sin ϕ sin ϕ sin θ
− sin ϕ cos ψ − cos θ sin ψ cos ϕ − sin ϕ sin ψ + cos θ cos ψ cos ϕ cos ϕ sin θ

sin θ sin ψ − sin θ cos ψ cos θ


 (9)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à êà÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ïî ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå òîëüêî
â ïîëå äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè, íî è â äîïîëíèòåëüíîì ïîëå U = 1

2(γ, Bγ), ãäå B - ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Êàê è â ñëó÷àå ñ ïàðàáîëîèäîì ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû ðàâíà ÷åòûðåì. Ïîýòîìó îñíîâíîé
èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ïàðàáîëîèäà - òð¼õìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, âîç-
íèêàþùèå ïðè ñå÷åíèè èñõîäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ôàçîâîãî ïîòîêà ïî ïåðåìåííîé Àíäóàéå-
Äåïðè - g Äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî óêàçàòü 3 êîîðäèíàòû (l,
L/G, H/G).

3.2.2. Ïàðàìåòðû çàäà÷è, âûíåñåííûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Chaos
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è, îòîáðàæàåìûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå

Chaos
• Energy - Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ òåëà

• Initial H/G - íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïî âåðòèêàëüíîé îñè H/G

• 1
I1

, 1
I2

, 1
I3

- îáðàòíûå âåëè÷èíû ê ãëàâíûì ìîìåíòàì èíåðöèè ýëëèïñîèäà

• b1, b2, b3 - ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà

• a1, a2, a3 - êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ýëëèïñîèäà, îòíîñèòåëüíî åãî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà

• Phi, Theta, Psi - Ïîâîðîòû äèíàìè÷åñêèõ îñåé îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêèõ (óãëû Ýé-
ëåðà) ãåîìåòðè÷åñêèõ



3. Îïèñàíèå çàäà÷ íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè 27

• m - ìàññà ýëëèïñîèäà

• g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

• B11, B12, B13, B22, B23, B33 - êîýôôèöèåíòû ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, çàäàþùåé äî-
ïîëíèòåëüíîå ïîëå U

• Rotation of the map (vert. / horiz.) - óãëû ïîâîðîòà îòîáðàæåíèÿ â âåðòèêàëüíîé / ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

3.3. Êà÷åíèå øàðà ïî ýëëèïñîèäó áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
Â ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êà÷åíèè øàðà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî òðåõìåðíîé

ïîâåðõíîñòè. Â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè â äàííîì ñëó÷àå âûáðàí òðåõîñíûé ýëëèïñîèä.

3.3.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàðà è èíòåãðàëû
Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ (ñêîðîñòü â òî÷êå êîíòàêòà ðàâíà íóëþ) çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå
v + ω × a = 0. (10)

Ðèñ. 6. Êà÷åíèå øàðà ïî ïî-
âåðõíîñòè (G � öåíòð ìàññ,
Q � òî÷êà êîíòàêòà ñ ïî-
âåðõíîñòüþ)

Äâèæåíèÿ îäíîðîäíîãî øàðà óäîáíåå îïèñûâàòü â íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèÿ èçìå-
íåíèÿ èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ
øàðà ñ ó÷åòîì ðåàêöèè è âíåøíèõ ñèë èìåþò âèä

mv̇ = N + F , (Iω). = a ×N + MF , (11)

Çäåñü m � ìàññà øàðà, v � ñêîðîñòü åãî öåíòðà ìàññ, ω � óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü, I = µE (øàðîâîé) öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè,
a � âåêòîð èç öåíòðà ìàññ â òî÷êó êîíòàêòà, R � ðàäèóñ øàðà,
N � ðåàêöèÿ â òî÷êå êîíòàêòà (ñì. ðèñ. 6), F , MF � âíåøíÿÿ
ñèëà è ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà ñîîòâåòñòâåííî.

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé ðåàêöèþ N è äîáàâëÿÿ êè-
íåìàòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðàâåíñòâà ñêîðîñòåé òî÷êè êîíòàêòà íà
ïîâåðõíîñòè è íà øàðå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó øåñòè óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùóþ äèíàìèêó âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà M è
âåêòîðà íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè γ = −R−1a (ðèñ. 6):

Ṁ = Dγ̇ × (ω × γ) + MF , ṙ + Rγ̇ = ω ×Rγ, (12)

ãäå D = mR2, à âåêòîðû ω è r (ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè êîíòàêòà) íåîáõîäèìî âûðàçèòü èç
ñîîòíîøåíèé

M = µω + Dγ × (ω × γ), γ =
∇F (r)

|∇F (r)| , (13)

ãäå F (r) = 0 � óðàâíåíèå, çàäàþùåå íåïîäâèæíóþ ïîâåðõíîñòü, ïî êîòîðîé êàòèòñÿ øàð.
Óðàâíåíèÿ (12) â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñ ïîòåíöèàëîì U(r + Rγ) îáëàäàþò èí-

òåãðàëàìè ýíåðãèè è ãåîìåòðè÷åñêèì èíòåãðàëîì

H = 1
2
(M , ω) + U(r + Rγ), F1 = γ2 = 1. (14)
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Â ñëó÷àå, êîãäà öåíòð ìàññ øàðà äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñîèäó, çàäàâàåìîìó óðàâíåíèåì

r + Rγ =
Bγ√

(γ,Bγ)
, (15)

ãäå B = diag(b1, b2, b3), b1, b2, b3 � êâàäðàòû ãëàâíûõ ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà, óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ â ïåðåìåííûõ M ,γ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

Ṁ = − D
µ + D

(M , γ̇)γ, γ̇ =
R

√
(γ,Bγ)

µ + D
γ × (

γ ×B−1(γ ×M )
)

(16)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé (íåâûðîæäåííîé) ìàòðèöå B îáëà-
äàþò èíâàðèàíòíîé ìåðîé ñ ïëîòíîñòüþ ρ è êâàäðàòè÷íûì èíòåãðàëîì F2, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ â ôîðìå:

ρ = (γ,Bγ)−2,

F2 =
(γ ×M ,B−1(γ ×M ))

(γ,Bγ)
.

(17)

Â ïåðåìåííûõ (ω, γ) ýòîò èíòåãðàë ïðèìåò âèä:

K =
(γ × ω,B−1(γ × ω))

(γ,Bγ)
. (18)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òàêîé ôîðìå èíòåãðàë ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äîáàâëåíèÿ âíåøíèõ
ïîëåé ñ ïîòåíöèàëîì ñëåäóþùåãî âèäà

U = k
2
(r + Rγ)2 +

∑
i

ci

(ri + Rγi)
2
, k, ci = const (19)

Èçâåñòíî, ÷òî äîáàâëåíèå òàêîãî ïîëÿ â çàäà÷ó (16) ñîõðàíÿåò èíòåãðàë ýíåðãèè è ãåî-
ìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë (14). Îáîáùåííûé íà ñëó÷àé ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ (19) èíòåãðàë K
èìååò âèä

K =
(γ × ω,B−1(γ × ω))

(γ,Bγ)
−4((r+Rγ),B−2(r+Rγ))(k− 1

((r + Rγ),B(r + Rγ))

∑
i

ci

bi(ri + Rγi)
2

(20)
Êðîìå äâóõ èíòåãðàëîâ (14), ïîíèæàþùèõ ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû äî ÷åòûðåõ, â ñëó÷àå

ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè F (r) = 0 ñèñòåìà (12) íå îáëàäàåò íè ìåðîé, íè äâóìÿ äîïîëíè-
òåëüíûìè èíòåãðàëàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè.

Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè, èìåþùóþ ôîðìó òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà, ðàçìåðíîñòü ñèñòå-
ìû (11) ïîíèæàåòñÿ äî òðåõ çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà F2, à ñîîòâåòñòâóþùåå åé
îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå�Äåïðè ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíûì â ïåðåìåííûõ
(l, L/G). Ïðè ýòîì, çà ñ÷¼ò ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû, â ñèñòåìå èñêëþ÷àåòñÿ ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ (àòòðàêòîðîâ), ÷òî ÷èñëåííî ïîäòâåðæäàåòñÿ â ýêñ-
ïåðèìåíòàõ.

Äëÿ íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòåé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðà-
ëîì, ñ ó÷åòîì êîòîðîãî îòîáðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíûì.
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3.3.2. Ïàðàìåòðû çàäà÷è, âûíåñåííûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Chaos
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è, îòîáðàæàåìûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå

Chaos

• Energy - Ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ òåëà

• Integral - Çíà÷åíèå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà (20)

• k=D/(µ+D) - çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà â óðàâíåíèÿõ äëÿ ìîìåíòîâ

• µ - ìîìåíò èíåðöèè øàðà

• b1, b2, b3 - ellipsoid semiaxes - ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà, ïî êîòîðîìó äâèãàåòñÿ øàð

• R - ðàäèóñ øàðà

• k - êîýôôèöèåíò, âõîäÿùèé â ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

• c1, c2, c3 - êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå âî âòîðîå ñëàãàåìîå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

• Rotation of the map (vert. / horiz.) - óãëû ïîâîðîòà îòîáðàæåíèÿ â âåðòèêàëüíîé / ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

• Step of root �nding - øàã ÷èñëåííîãî ïîèñêà êîðíÿ óðàâíåíèÿ, ðåøàåìîãî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íåäîñòàþùåé ïåðåìåííîé Àíäóàéå�Äåïðè (H) ïî çàäàííîé ýíåðãèè

• Accuracy of root �nding - òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ïîèñêà êîðíÿ óðàâíåíèÿ

3.4. Êà÷åíèÿ øàðà ïî âîçìóùåííîìó ïàðàáîëîèäó áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
Â ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êà÷åíèè øàðà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî òðåõìåðíîé

ïîâåðõíîñòè.

3.4.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èíòåãðàëû
Â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè â äàííîì ñëó÷àå âûáðàí ïàðàáîëîèä ñ êóáè÷åñêèì âîçìóùåíèåì,

çàäàííûé óðàâíåíèåì

z = x2

2b1
+

y2

2b2
+

Λ1x
3 + Λ2x

2y + Λ3xy2 + Λ4y
3

3
. (21)

Â ñëó÷àå Λ1 = Λ2 = Λ3 = Λ4 = 0 ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íûé ïàðàáîëîèä è
âñå ðåçóëüòàòû â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç çàäà÷è êà÷åíèÿ øàðà ïî ýëëèïñîèäó
ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Ïðèâåäåì èõ çäåñü â ÿâíîì âèäå.

Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

r1 + Rγ1 = −b1
γ1

γ3
, r2 + Rγ2 = −b2

γ2

γ3
, r3 + Rγ3 =

b1γ
2
1 + b2γ

2
2

2γ2
3

, (22)

à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (12) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ôîðìå
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Ṁ = − D
µ + D

(M , γ̇)γ, γ̇ =
Rγ3

µ + D
γ × (

γ ×Bi(γ ×M )
)
,

ãäå Bi = diag(b−1
1 , b−1

2 , 0) � âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.
Ïëîòíîñòü èíâàðèàíòíîé ìåðû çàâèñèò òîëüêî îò γ3

ρ = 1
γ4

3

, (23)

à êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë (17) çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

F2 =

(
γ ×M ,Bi(γ ×M )

)

γ2
3

. (24)

Â ñëó÷àå æå êà÷åíèÿ ïî âîçìóù¼ííîìó ïàðàáîëîèäó (îäèí èç Λi 6= 0) ñèñòåìà (15) íå
áóäåò îáëàäàòü íè äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì, íè ìåðîé. Ïîýòîìó íàèáîëåå óäîáíûì èí-
ñòðóìåíòîì ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå.
Â îòëè÷èè îò ðàíåå îïèñàííûõ çàäà÷ îòîáðàæåíèå â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ íå â ïåðåìåííûõ
Àíäóàéå� Äåïðè, à â ïåðåìåííûõ (r, ω). Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî êà÷åíèå øàðà ïî ïàðàáî-
ëîèäó íå îáðàçóþò ãðóïïó ïîâîðîòîâ SO3 èç-çà "íåçàìêíóòîñòè"ïàðàáîëîèäà. Òðåõìåðíîå
îòîáðàæåíèå â êîîðäèíàòàõ (x1, ω1, ω2) ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷¼ò ñå÷åíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ôàçîâîãî
ïîòîêà ïî ïåðåìåííîé (x2).

Ïðè ðàññìîòðåíèè êà÷åíèå øàðà ïî ïàðàáîëîèäó áåç âîçìóùåíèÿ òðåõìåðíîå îòîáðà-
æåíèå Ïóàíêàðå ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàííî (çà ñ÷¼ò äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà (24)) äî
äâóìåðíîãî (â êîîðäèíàòàõ (x1, ω1)). Â òðåõìåðíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, ω1, ω2) òðàåêòîðèè ñè-
ñòåìû áóäóò ðàññëàèâàòüñÿ íà èíâàðèàíòíûå êðèâûå.

3.4.2. Ïàðàìåòðû çàäà÷è, âûíåñåííûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Chaos
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è, îòîáðàæàåìûå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå

Chaos

• Energy - ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ òåëà

• F - çíà÷åíèå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà (24)

• p - ðàäèóñ êðèâèçíû ïàðàáîëîèäà ïî x

• q - ðàäèóñ êðèâèçíû ïàðàáîëîèäà ïî y

• R - ðàäèóñ øàðà

• µ - ìîìåíò èíåðöèè øàðà

• D - çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà â óðàâíåíèÿõ äëÿ ìîìåíòîâ

• mg - âåñ øàðà

• Initial ω3 - íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âåðòèêàëüíîãî âðàùåíèÿ

• Λ1, Λ2, Λ3, Λ4 - Ïàðàìåòðû âîçìóùåíèÿ ïàðàáîëîèäà, îïèñàííûå â (21)
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3.5. Êà÷åíèå øàðà ×àïëûãèíà ñ ãèðîñòàòîì âíóòðè ïî ïëîñêîñòè áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ
Â ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à êà÷åíèÿ äèíàìè÷åñêè íåñèììåòðè÷íîãî óðàâíîâåøåííîãî

øàðà ïî ïëîñêîñòè. Â öåíòðå øàðà ðàñïîëàãàåòñÿ ãèðîñòàò, êîòîðûé ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûé
êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîñêîñòü, ïî êîòîðîé êàòèòñÿ øàð, àáñîëþòíî
øåðîõîâàòàÿ. Ýòî îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ øàðà â òî÷êå êîíòàêòà. Ïîäðîá-
íûé êà÷åñòâåííûé è ÷èñëåííûé àíàëèç ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèâåäåí â ðàçäåëå 8 êíèãè [2].

3.5.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, èíòåãðàëû è ìåðà
Äâèæåíèå øàðà â ïðîåêöèÿõ íà ãëàâíûå îñè, ñâÿçàííûå ñ øàðîì, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

{
Ṁ = (M + K)× ω,
γ̇ = γ × ω,

M = Iω + Dγ × (ω × γ), D = ma2,

(25)

ãäå K � ïîñòîÿííûé âåêòîð ìîìåíòà ãèðîñòàòà. Äàííàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò ñëåäóþùèå èí-
òåãðàëû

h = 1
2(M , ω), C = (M + K, γ),

(γ, γ) = 1, n = (M + K, M + K).
(26)

Ïîìèìî ÷åòûðåõ èíòåãðàëîâ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò èíâàðèàíòíîé ìåðîé ñ
ïëîòíîñòüþ

µ = 1√
1−D(γ, J−1γ)

,

J = I + DE, E = ‖δij‖
(27)

Ïî òåîðåìå Ýéëåðà�ßêîáè ñèñòåìà (áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ èíâàðèàíòíîé ìåðû è ÷åòûðåõ
íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ (25) ) èíòåãðèðóåìà. Îäíàêî, íå ñìîòðÿ íà ýòî, ÿâíîå èíòåãðèðî-
âàíèå çàäà÷è äî ñèõ ïîð íå âûïîëíåíî.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ øàðà â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ê ñèñòåìå (25) ñëåäóåò
äîáàâèòü óðàâíåíèÿ äëÿ îðòîâ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû

α̇ = α× ω, β̇ = β × ω. (28)

Áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ïîíèìàíèÿ äâèæåíèÿ øàðà â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåò
òðàåêòîðèÿ òî÷êè êîíòàêòà íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñ òðàåêòîðèåé öåíòðà
ìàññ. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè êîíòàêòà ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ åå
ñêîðîñòè:

v = r × ω, (29)

ãäå v � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ, r = −aγ � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé öåíòð ìàññ è òî÷êó êîíòàêòà.
Çàïèøåì óðàâíåíèå (29) â ïðîåêöèÿõ íà íåïîäâèæíûå îñè êîîðäèíàò:

ẋ = (v , α) = a(ω,β), ẏ = (v , β) = −a(ω,α). (30)

Âìåñòå ñ (28) ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò òðàåêòîðèþ òî÷êè êîíòàêòà (è öåíòðà ìàññ)
íà ïëîñêîñòè.
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Áèôóðêàöèîííûå êðèâûå Äëÿ çàäà÷è êà÷åíèÿ øàðà ×àïëûãèíà ñ ãèðîñòàòîì âíóò-
ðè âûïîëíåí êà÷åñòâåííûé àíàëèç áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ. (ñì. [4]) Áèôóðêàöèîííàÿ äèà-
ãðàììà ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ:

1) íàáîðà êðèâûõ σ

n(λ) = λ2(
K2

1

(J1 − λ)2
+

K2
2

(J2 − λ)2
+

K2
3

(J3 − λ)2
− H2

(D − λ)2
) + H2, n > H2, (31)

2h(λ) =
K2

1J1

(J1 − λ)2
+

K2
2J2

(J2 − λ)2
+

K2
3J3

(J3 − λ)2
− DH2

(D − λ)2
. (32)

2) îòðåçêà σ0 ïðè c=0

n = 2Dh−D(I−1K,K), n ∈ [0, D2(I−1K, I−1K)], (33)

3) ëó÷à σi, åñëè Ki = 0,

n = 2Jih− Dc2

Ii
− Ji

∑

j 6=i

K2
j

Ij − Ii
, n > c2 + J2

i (
∑

j 6=i

K2
j

(Ij − Ii)
2
− H2

I2
i

), (34)

4) îòðåçêà τ íà ïðÿìîé n = c2,
5) òî÷êè T0: h = 0, n = (K,K) ïðè c2 6 (K, K).
Ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû. Äâóìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå Îñíîâ-

íûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïó-
àíêàðå â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå-Äåïðè (l, L

G
) ( 7), êîòîðîå âîçíèêàåò çà ñ÷¼ò ñå÷åíèÿ òðåõ-

ìåðíîãî ôàçîâîãî ïîòîêà ñåêóùåé g = const. Ñâåñòè èñõîäíóþ øåñòèìåðíóþ çàäà÷ó ê òðåõ-
ìåðíîé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàíèå òðåõ èíòåãðàëîâ: ãåîìåòðè÷åñêîãî, ýíåðãèè (h) è ïëîùàäåé
(C). Òåõíè÷åñêè ýòî ðåàëèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ãåîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë ïîçâîëÿåò
íàïðÿìóþ èçáàâèòñÿ îò îäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîõðàíÿÿñü â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå-Äåïðè àâòî-
ìàòè÷åñêè, ïåðåìåííûå (l, L

G
), à òàêæå ïåðåìåííàÿ ñå÷åíèÿ g çàäàþòñÿ ïîëüçîâàòåëåì â ïà-

ðàìåòðàõ îòîáðàæåíèÿ, à íåäîñòàþùèå ïåðåìåííûå H
G

è G îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëåííî ÷åðåç
èíòåãðàëû h è C.

Áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâàíèþ ÷åòâåðòîãî èíòåãðàëà n, äâóìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
ðàññëàèâàåòñÿ íà èíâàðèàíòíûå êðèâûå, à íàëè÷èå èíâàðèàíòíîé ìåðû èñêëþ÷àåò ñóùåñòâî-
âàíèå ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ. Ýòè ôàêòû ïîäòâåðæäàþòñÿ â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ â
ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Chaos.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è êà÷åíèÿ øàðà ×àïëûãèíà ñ ãèðîñòàòîì âíóòðè ñ ïî-
ìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Chaos Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ Chaos ïîçâîëÿåò â
ïîëíîì îáúåìå ÷èñëåííî èññëåäîâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ñíà÷àëà îïèøåì ïàðàìåòðû çà-
äà÷è, âûíåñåííûå â ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, çàòåì ïðèâåäåì ñïèñîê âåëè÷èí, çíà÷åíèÿ êîòî-
ðûõ ïðîñ÷èòûâàþòñÿ â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è. Çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí
ìîãóò áûòü ïðîâèçóàëèçèðîâàíû â âèäå çàâèñèìîñòåé íà äâóõ- è òðåõìåðíûõ ãðàôèêàõ. Çà-
âåðøèì îïèñàíèå âîçìîæíîñòåé ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ êà÷åíèÿ øàðà ×àïëûãèíà îïèñà-
íèåì ñïåöèôè÷íîãî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èíñòðóìåíòû, ñëóæàùåãî äëÿ âèçóàëèçàöèè
áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû.
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Äëÿ çàäà÷è êà÷åíèÿ øàðà ×àïëûãèíà ïî ïëîñêîñòè ðåàëèçîâàíî äâå áèôóðêàöèîííûå
äèàãðàììû â îñÿõ (n, h) è â îñÿõ (C/n, h) Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàì-
ìà ñîñòîèò èç íàáîðà êðèâûõ, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü çàäà-
íèÿ äèàïàçîíà ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó äëÿ îòîáðàæåíèÿ èíòåðåñóþùåé âåòâè áèôóðêàöèîííîé
êðèâîé íåîáõîäèìî âûáðàòü åå èç ñïèñêà (Topological analysis->Branch number). Âûáðàííàÿ
âåòâü êðèâîé îòðèñîâûâàåòñÿ â âèçóàëèçàòîð (BifurcationPlot) ñ ïîìîùüþ íàæàòèÿ êíîïêè
Create.

3.5.2. Ïàðàìåòðû çàäà÷è êà÷åíèÿ øàðà ×àïëûãèíà ñ ãèðîñòàòîì âíóòðè ïî
ïëîñêîñòè, âûíåñåííûå â ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ

• Energy - ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ òåëó

• c = (M + K, γ) - çíà÷åíèå êîíñòàíòû ïëîùàäåé (èíòåãðàë C â (26))

• I1, I2, I3 - ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè øàðà

• R - ðàäèóñ øàðà

• m - ìàññà øàðà

• K1, K2, K3 - êîìïîíåíòû âåêòîðà ìîìåíòà ãèðîñòàòà

• Step of root �nding - øàã, èñïîëüçóåìûé â ïðîöåäóðå ÷èñëåííîãî ïîèñêà êîðíåé äëÿ èíè-
öèàëèçàöèè íåäîñòàþùåé íà÷àëüíîé êîîðäèíàòû ïî çàäàííûì èíòåãðàëàì ýíåðãèè è
ïëîùàäåé

• Accuracy of root �nding - òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ êîðíÿ â ÷èñëåííîé ïðîöåäóðå

• Rotation of the map (vert. / horiz.) - óãëû ïîâîðîòà îòîáðàæåíèÿ â âåðòèêàëüíîé / ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòÿõ.

3.5.3. Ñïèñîê âåëè÷èí, âûâîäèìûõ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå Chaos
• t - ñóììàðíîå âðåìÿ èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (â øàãàõ èíòåãðèðîâàíèÿ)

• E = 1
2(M, ω) - Çíà÷åíèå ýíåðãèè òåëà

• H = (M + K, γ) - Çíà÷åíèå êîíñòàíòû ïëîùàäåé

• (G = |M + K|) - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè G

• g - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè g

• l - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè l

• L - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè L

• L/G - Çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ ïåðåìåííûõ Äåïðè L
G

• (G = |M + K|) - Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Äåïðè G
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• M1, M2, M3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà

• γ1, γ2, γ3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà γ

• ω1, ω,2, ω3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà ω

• α1, α2, α3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà α

• β1, β2, β3 - Êîìïîíåíòû âåêòîðà β

• φ(mod2π), ψ(mod2π), θ - Óãëû Ýéëåðà ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òåëîì,
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

• RabsX, RabsY - Êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ (òî÷êè êîíòàêòà) øàðà â àáñîëþòíîé (íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò)

• Vx, Vy - Ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ (òî÷êè êîíòàêòà) øàðà â àáñîëþòíîé (íåïîäâèæíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò)

• L on the plane - Äëèíà ñëåäà, îñòàâëÿåìîãî øàðîì íà ïëîñêîñòè

• L on the ball - Äëèíà ñëåäà, îñòàâëÿåìîãî ïëîñêîñòüþ íà øàðå

• L di�erence - Ðàçíèöà äëèí ñëåäîâ íà ïëîñêîñòè è íà øàðå
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